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2m阶 Schrdinger方程组
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摘要: Schrdinger型方程是一类非常重要的发展方程．通过应用 Banach 不动点定理，该文研究了在任意
维数空间中 2m阶非线性 Schrdinger方程组
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0 引言

本文研究方程组

iut + ( － Δ)
mu = a u α － 1u v β + 1，x∈Ｒn，t≥0，

ivt + ( － Δ)
mv = b u α + 1 v β － 1v，x∈Ｒn，t≥0，

u( x，0) = φ( x) ，v( x，0) = ψ( x) ，x∈Ｒ
{ n

( 1)

的整体小解．事实上，对于高阶 Schrdinger 方程，已
有不少的研究［1-4］． 本文着重研究耦合方程组的整
体小解．该方程组一方面从数学角度上延展了经典
Schrdinger方程组
iut + Δu = a u α － 1u v β + 1， x∈Ｒn，t≥0，

ivt + Δv = b u α + 1 v β － 1v， x∈Ｒn，t≥0，

u( x，0) = φ( x) ，v( x，0) = ψ( x) ，x∈Ｒ
{ n

( 2)

的结论．另一方面对于其他耦合非线性发展波方程
组的整体小解的研究具有一定意义． 耦合方程组问
题的研究要比单个方程问题的研究更复杂，由于非

线性项中涉及到的量更多，因此在构造工作空间时

就会更难．尤其是在用不动点原理时，解算子作用到
非线性项以后还得回到原工作空间． 本文主要研究
( 1) 式的整体小解．下面先给出一些已有的结论．

文献［5-8］建立了非线性 Schrdinger 方程组模
型( 2) ．文献［9-10］研究了( 2) 式的孤立波解． 有关
孤立波解的研究也可参见文献［11-12］． 文献［13］
研究了方程组( 2) 在空间维数 n = 3 时的整体解，得
到了在 Lp1 ( Ｒn ) × Lp2 ( Ｒn ) 空间中整体解的适定性

结果．文献［14］得到了方程组( 1) 在任意维数空间
和整指数 Sobolev W1 × p1 ( Ｒn ) × W1 × p2 ( Ｒn ) 空间中整

体解的适定性结果． 本文在文献［14］的基础上，对
任意情形 n，讨论在实指数 Sobolev Hs

p1 ( Ｒ
n ) ×

Hs
p2 ( Ｒ

n ) 空间中整体解的适定性结果．

当 1≤p≤∞时，空间 Lp ( Ｒn ) 表示 Lebesgue 可

测空间，记其范数 ‖u‖p = ( ∫Ｒn
u( x) pdx) 1 / p ;

Hs
p ( Ｒ

n) 表示实指数Sobolev空间，其范数为‖u‖Hsp
=

( ∫Ｒn
( 1 + ξ 2 ) s /2 u

～
( ξ) pdξ) 1 / p，其中 u

～
表示函数 u

的 Fourier变换．
在本文中 p1，p2 满足
( α + 1) / p1 － sα /n = 1 /2，( β + 1) / p2 － sβ /n =

1 /2， ( 3)
1 /2 － m /n ＜ 1 / pi ＜ ( n － s) /n － 2m/ ( n( α +

β) ) ( i = 1，2) ． ( 4)
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还需另外 2 个满足下述条件的参数 θ1，θ2 :
θ1 = 1 / ( α + β) － n / ( 2m( α + β) ) －

n( β － 1) / ( 2mp1 ( α + β) ) + n( β +
1) / ( 2mp2 ( α + β) ) ，

θ2 = 1 / ( α + β) － n / ( 2m( α + β) ) +
n( α + 1) / ( 2mp1 ( α + β) ) － n( α －
1) / ( 2mp2 ( α + β) )















．

( 5)

将 会 用 到 算 子 半 群 S( t) = ei( －Δ) mt =

F－1 ( ei ξ
2mtF(·) ) ，由文献［15］知有如下的结论:

‖S( t) f‖Hsp ≤ C t －n( 1 /2－1 / p) /m‖f‖Hsp'
， ( 6)

其中 p' 是 p的对偶数．
本文的主要结果如下:

定理 1 设 α，β ＞ 1，p1，p2 满足( 3) ～ ( 4) 式，
θ1和 θ2由( 5) 式定义，则ε( 与初始条件有关) ，当
初值sup

t ＞ 0
{ tθ1‖S( t) φ‖Hsp1

，tθ2‖S( t) ψ‖Hsp2
} 很小时，

方程组( 1) 存在唯一的整体解( u，v) 满足
sup
t ＞ 0
{ tθ1‖u( t) ‖Hsp1

，tθ2‖v( t) ‖Hsp2
} ≤ ε． ( 7)

定理 2 在定理 1 的前提下，( u1，v1 ) 、( u2，v2 )
分别是方程组( 1) 满足初始条件( φ1，ψ1 ) 和( φ2，

ψ2 ) 的解，则 ε，当初值 sup
t ＞ 0
{ tθ1‖S( t) φ1‖Hsp1

，

tθ2‖S( t) ψ1‖Hsp2
} 与sup

t ＞0
{ tθ1‖S( t) φ2‖Hsp1

，tθ2‖S( t)·

ψ2‖Hsp2
} 很小时，有

sup
t ＞0
{ tθ1‖u1( t) － u2( t)‖p1，t

θ2‖v1( t) － v2( t)‖p2} ≤

( 1 － Cεα+β ) －1 sup
t ＞ 0
{ tθ1‖φ1 － φ2‖p1，t

θ2‖ψ1 －

ψ2‖p2 } ． ( 8)
若初值( φ1，ψ1 ) 和( φ2，ψ2 ) 满足

sup
t ＞ 0
{ tθ1+δ‖S( t) ( φ1 － φ2 ) ‖p1，t

θ2+δ‖S( t) ( ψ1 －

ψ2 ) ‖p2 } ＜ ∞，
其中 0 ＜ δ ＜ δ0 = min{ ( n － s) / ( 2m) － n / ( 2mp1) －
1 / ( α + β) ，( n － s) / ( 2m) － n / ( 2mp2) － 1 / ( α + β) } ，
则有

sup
t ＞ 0
{ tθ1+δ‖u1 ( t) － u2 ( t) ‖p1，t

θ2+δ‖v1 ( t) －

v2 ( t) ‖p2 } ≤ ( 1 － Cεα+β ) －1 sup
t ＞ 0
{ tθ1+δ‖S( t) ( φ1 －

φ2 ) ‖p1，t
θ2+δ‖S( t) ( ψ1 － ψ2 ) ‖p2 } ． ( 9)

注 1 当 s = 1时，所得结论与文献［14］一致．
注 2 对于如下的耦合系统，用相同的方法，取

空间指标 p满足条件( α + 2) / p － αs /n = 1，令 θ =
1 /α － n( 1 /2 － 1 / p) / ( mα) ，当初始条件满足
sup
t ＞ 0
{ tθ‖S( t) φ‖Hsp

，tθ‖S( t) ψ‖Hsp
} 很小时，系统

iut + ( － Δu)
m = a( u α + v α) u，x∈ Ｒn，t≥ 0，

ivt + ( － Δv)
m = a( u α + v α) v，x∈ Ｒn，t≥ 0，

u( x，0) = φ( x) ，v( x，0) = ψ( x) ，x∈ Ｒ
{

n

在 Sobolev空间 Hs
p ( Ｒ

n ) × Hs
p ( Ｒ

n ) 中存在整体解．

1 预备知识

先通过计算可知，p1、p2、θ1、θ2 满足引理 1．
引理 1 假设 α，β ＞ 1，p1 ＞ 1，p2 ＞ 1满足( 3) ～

( 4) 式，θ1 和 θ2 满足( 5) 式，则有下述结论成立
1 － n( 1 /2 － 1 / pi ) /m ＞ 0( i = 1，2) ，
1 － θ1α － θ2 ( β + 1) ＞ 0，
1 － θ1 ( α + 1) － θ2β ＞ 0，

1 － n( 1 /2 － 1 / p1 ) /m － θ1 ( α － 1) － θ2 ( β + 1) = 0，
1 － n( 1 /2 － 1 / p2 ) /m － θ1 ( α + 1) － θ2 ( β － 1) = 0．
其次，给出复合函数求导的估计．
引理2 f( u，v) = G( u，u) × W( v，v) 是关于 u、

v的2元复值函数，f( u，v) 是N阶可微的．当0 ＜ μ≤
N，1 ＜ p ＜ ∞ 时，有下列结论成立:
( i) 当 μ = m为一个正整数时，有

‖Imf‖p ≤ C∑
m

k =1
‖k f / ( uk1vk2)‖qk‖Ik1u‖rk1

·

‖u‖k1－1
sk1
‖Ik2v‖rk2

‖v‖k2－1
sk2
，

其中 k = k1 + k2，1 / p = 1 / qk + ( k1 / k) / rk1 + ( k1 －
k1 / k) / sk1 + ( k2 / k) / rk2 + ( k2 － k2 / k) / sk2，k = 1，
2，…，m;
( ii) 当 0 ＜ μ ＜ 1 时，有

‖Iμf‖p ≤ C∑
m

k1+k2 =1
‖f / ( uk1vk2)‖q (‖Iμu‖r +

‖Iμv‖r ) ;
( iii) 当 μ = m + v，0 ＜ v ＜ 1 时，有

‖Iμf‖p ≤ C∑
m+1

k =1
‖k f / ( uk1vk2)‖qk‖Iμu‖k1 / k

rk1
·

‖u‖k1－k1 / k
sk1

‖Iμv‖k2 / k
rk2
‖v‖k2－k2 / k

sk2
，

其中 k = k1 + k2 ．
证 这里只证明( i) ． ( ii) 的证明参见文献

［16］中命题 3． 1 的证明，同时由( i) 和( ii) 又可以
推出( iii) ［17］．
注意到

Imf( u，v) =∑
m

k = 1
∑
k1

l1 = 0
∑
k2

l2 = 0

l1G
ul1
k1－l1G
uk1－l1

l2W
vl2
k2－l2W
vk2－l2

·

∑
α，β

Dα1uDα2u…Dαl1uDαl1+1uDαl1+2u…Dαk1uDβ1vDβ2v…·

Dβl2vDβl2+1vDβl2+2v…Dβk2v，
这里 α、β表示所有 αi与 β j的集合，αi与 β j表示 n重
指标，且有 α1 + α2 + … + αk1

= k1， β1 +
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β2 + … + βk2
= k2，k = k1 + k2 ．

因此当 1 / p = 1 / pk + 1 / qk 时，由Hlder不等式得

‖Imf( u，v) ‖p = ∑
m

k = 1
∑
k1

l1 = 0
∑
k2

l2 = 0
‖k1G / ( ul1uk1－l1 ) ·

k2W/ ( vl2vk2－l2 ) ‖qk∑
α，β
‖Dα1u‖pk，1‖Dα2u‖pk，2…

‖Dαl1u‖pk，l1
‖Dαl1+1u‖pk，l1+1

‖Dαl1+2u‖pk，l1+2
…

‖Dαk1u‖pk，k1
‖Dβ1v‖pk，k1+1

‖Dβ2v‖pk，k1+2
…

‖Dβl2v‖pk，k1+l2
‖Dβl2+1v‖pk，k1+l2+1

‖Dβl2+2v‖pk，k1+l2+2
…

‖Dβk2v‖pk，k1+k2
， ( 10)

其中 1 / pk = 1 / pk，1 + … + 1 / pk，l1 + 1 / pk，l1+1 + … +
1 / pk，k1 + 1 / pk，k1+1 +… + 1 / pk，k1+l2 + 1 / pk，k1+l2+1 +… +
1 / pk，k1+k2，k = k1 + k2 ．
再由 Gargliardo-Nirenberg不等式，得
‖Dαiu‖pk，i ≤‖Iku‖θi

rk1
‖u‖1－θi

sk1
，

其中1 / pk，i = θi / rk1 + ( 1 － θi ) / sk1，θi = | αi | / k，1≤

i≤ l1 ;
‖Dαl1+iu‖pk，l1+i

≤‖Iku‖θi
rk1
‖u‖1－θi

sk1
，

其中 θi = | αl1+i | / k，1 ≤ i≤ k1 － l1 ;

‖Dβj v‖pk，k1+j
≤‖Ikv‖η j

rk2
‖v‖1－η j

sk2
，

其中 1 / pk，k1+j = η j / rk2 + ( 1 － η j ) / sk2，η j = β j / k，
1 ≤j≤ l2 ;

‖Dβl2+j v‖pk，k1+l2+j
≤‖Ikv‖ηl2+j

rk2
‖v‖1－ηl2+j

sk2
，

其中 η j = βl2+j
/ k，1 ≤ j≤ k2 － l2 ．

把上述这些不等式代入( 10) 式，有

‖Imf( u，v) ‖p ≤∑
m

k = 1
∑
k1

l1 = 0
∑
k2

l2 = 0
‖k f( u，v) /

( uk1vk2 ) ‖qk∑
α，β
∏
l1

i = 1
‖Iku‖θi

rk1
‖u‖1－θi

sk1
·

∏
k1－l1

i = 1
‖Iku‖θi

rk1
‖u‖1－θi

sk1 ∏
l2

j = 1
‖Ikv‖ηi

rk2
‖v‖1－ηi

sk2
·

∏
k2－l2

j =1
‖Ikv‖ηj

rk2
‖v‖1－ηj

sk2
≤∑

m

k =1
‖kf( u，v) / ( uk1vk2)‖qk·

∑
α，β
‖Iku‖θ1+θ2+…+θk1

rk1
‖u‖k1－ ( θ1+θ2+…+θk1)

sk1
·

‖Ikv‖η1+η2+…+ηk2
rk2

‖v‖k2－( η1+η2+…+ηk2)
sk2

≤∑
m

k =1
‖kf( u，v) /

( uk1vk2 ) ‖qk∑
α，β
‖Iku‖k1 / k

rk1
‖u‖k1－k1 / k

sk1
‖Ikv‖k2 / k

rk2
·

‖v‖k2－k2 / k
sk2
，

其中 k = k1 + k2，1 / p = 1 / qk + ( k1 / k) / rk1 + ( k1 －
k1 / k) / sk1 + ( k2 / k) / rk2 + ( k2 － k2 / k) / sk2，k = 1，
2，…，m．引理 2 证毕．
利用引理 2，可以得到如下的非线性项估计．
引理 3 当 p1、p2 满足( 3) ～ ( 4) 式时，有

‖ u( τ) α－1u( τ) v( τ) β+1‖Hsp'
1
≤

C‖u( τ) ‖α
Hsp1
‖v( τ) ‖β+1

Hsp2
， ( 11)

‖ u( τ) α+1 v( τ) β－1v( τ) ‖Hsp'
2
≤

C‖u( τ) ‖α+1
Hsp1
‖v( τ) ‖β

Hsp2
， ( 12)

证 根据定义，有
‖ u( τ) α－1u( τ) v( τ) β+1‖Hsp'

1
=

‖Is ( u α－1u v β+1)‖p'
1
+‖ u α－1u v β+1‖p'

1
． ( 13)

当 s为正整数时，由引理 2 的( i) 、Hlder 不等
式、Sobolev 嵌入 Hs

p ( Ｒ
n )  Lq ( Ｒn ) ( 1 / q = 1 / p －

s /n) 以及( 3) 式有

‖Is ( u α－1u v β+1)‖p'
1
≤C∑

s

k =1
‖k f / ( uk1vk2)‖qk·

‖Ik1u‖rk1
‖u‖k1－1

sk1
‖Ik2v‖rk2

‖v‖k2－1
sk2
≤C∑

s

k =1
‖u‖α－k1
( α－k1) qk1

·

‖v‖β+1－k2
( β+1－k2) qk2

‖Ik1u‖rk1
‖Ik2v‖rk2

‖u‖k1－1
sk1
‖v‖k2－1

sk2

( 1 / qk = 1 / qk1 +1 / qk2) ≤ C∑
s

k =1
‖u‖α－k1

Hsp1
‖v‖β+1－k2

Hsp2
·

‖Ik1u‖p1‖I
k2v‖p2‖u‖

k1－1
Hsp1
‖v‖k2－1

Hsp2
≤ C∑

s

k =1
‖u‖α－k1

Hsp1
·

‖v‖β+1－k2
Hsp2

‖u‖Hsp1
‖v‖Hsp2

‖u‖k1－1
Hsp1
‖v‖k2－1

Hsp2
≤

C‖u‖α
Hsp1
‖v‖β+1

Hsp2
． ( 14)

其中 k = k1 + k2，1 / p'1 = 1 / qk + ( k1 / k) / rk1 + ( k1 －
k1 / k) / sk1 + ( k2 / k) / rk2 + ( k2 － k2 / k) / sk2，1 / ( ( α －
k1 ) qk1 ) = 1 / p1 － s /n，1 / ( ( β + 1 － k2 ) qk2 ) = 1 / p2 －
s /n，rk1 = p1，rk2 = p2，1 / sk1 = 1 / p1 － s /n，1 / sk2 =
1 / p2 － s /n．
当 0 ＜ s ＜ 1以及 s = m + v( 0 ＜ v ＜ 1) ，其中

m为正整数时，同理可得
‖Is ( u α－1u v β+1)‖p'1 ≤ C‖u‖α

Hsp1
‖v‖β+1

Hsp2
． ( 15)

当 1 / p'
1
= 1 / p11 + 1 / p1 + 1 / p12，1 / p1 － 1 / ( p11α) =

s /n，1 / p2 － 1 / ( p12 ( β + 1) ) = s /n时，利用Hlder不
等式、Sobolev 嵌入 Hs

p1 ( Ｒ
n )  Lp11α ( Ｒn ) 以 及

Hs
p2 ( Ｒ

n )  Lp12( β+1) ( Ｒn ) ，可以得到

‖ u α－1u v β+1‖p'1≤‖ u α－1‖p11‖u‖p1‖ v β+1‖p12≤

‖u‖α－1
p11( α－1)

‖u‖p1‖v‖β+1
p12( β+1)

≤ C‖u‖α－1
Hsp1
‖u‖p1·

‖v‖β+1
Hsp2
≤ C‖u‖α

Hsp1
‖v‖β+1

Hsp2
． ( 16)

把( 14) ～ ( 16) 式代入( 13) 式就可得到( 11) 式．与
上面证明过程类似，可证( 12) 式成立．引理 3 证毕．
同时，定理证明中将会用到下述的不等式:

引理 4 当 p1、p2 满足( 3) ～ ( 4) 式时，有
‖ u1

α－1u1 v1 β+1 － u2
α－1u2 v2 β+1‖p'

1
≤

C( ‖u1‖
α－1
Hsp1

+ ‖u2‖
α－1
Hsp1
) ( ‖v1‖

β+1
Hsp2

+ ‖v2‖
β+1
Hsp2
) ·
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‖u1 － u2‖p1 + C(‖u1‖
α
Hsp1

+ ‖u2‖
α
Hsp1
) (‖v1‖

β
Hsp2

+

‖v2‖
β
Hsp2
) ‖v1 － v2‖p2 ． ( 17)

‖ u1
α+1 v1 β－1v1 － u2

α+1 v2 β－1v2‖p'
2
≤

C( ‖u1‖
α
Hsp1

+ ‖u2‖
α
Hsp1
) ( ‖v1‖

β
Hsp2

+ ‖v2‖
β
Hsp2
) ·

‖u1 － u2‖p1 + C(‖u1‖
α+1
Hsp1

+‖u2‖
α+1
Hsp1
) (‖v1‖

β－1
Hsp2

+

‖v2‖
β－1
Hsp2
) ‖v1 － v2‖p2 ． ( 18)

证 ‖ u1 α－1u1 v1 β+1 － u2 α－1u2 v2 β+1‖p'
1
=

‖ u1
α－1 v1 β+1 ( u1 － u2 ) + ( u1

α－1 － u2
α－1 ) ·

v1 β+1u2 + u2
α－1 ( v1 β+1 － v2 β+1 ) u2‖p'

1
≤

‖ u1
α－1 v1 β+1 ( u1 － u2 ) ‖p'

1
+ ‖( u1

α－1 －

u2 α－1) v1 β+1u2‖p'
1
+‖ u2 α( v1 β+1 － v2 β+1)‖p'

1
=

I + II + III． ( 19)
所以分别估计 I、II、III．
由 Hlder 不等式，Sobolev 嵌入 Hs

p ( Ｒ
n ) 

Lq ( Ｒn ) ( 1 / q = 1 / p － s /n) ，可以得到
I = ‖ u1

α－1 v1 β+1 ( u1 － u2 ) ‖p'
1
≤

‖ u1
α－1‖r1‖ v1 β+1‖r2‖u1 － u2‖p1 ≤

C‖u1‖
α－1
Hsp1
‖v1‖

β+1
Hsp2
‖u1 － u2‖p1，

其中 1 / p'
1
= 1 / r1 + 1 / r2 + 1 / p1，1 / ( ( α － 1) r1 ) =

1 / p1 － s /n，1 / ( ( β + 1) r2 ) = 1 / p2 － s /n．
同理可得
II = ‖( u1

α－1 － u2
α－1 ) v1 β+1u2‖p'

1
≤

C‖( u1
α－2 + u2

α－2 ) u1 － u2 v1 β+1u2‖p'
1
≤

C‖ u1 α－2 + u2 α－2‖r3‖u2‖np1 / ( n－sp1)‖ v1 β+1‖r4·

‖u1 － u2‖p1 ≤ C( ‖u1‖
α－2
Hsp1

+ ‖u2‖
α－2
Hsp1
) ·

‖v1‖
β+1
Hsp2
‖u2‖Hsp1

‖u1 － u2‖p1，

其中1 / p'
1
= 1 / r3 + 1 / r4 + 2 / p1 － s /n，1 / ( ( α － 2) r3) =

1 / p1 － s /n，1 / ( ( β + 1) r4 ) = 1 / p2 － s /n．
由 Young不等式，有
‖u1‖

α－2
Hsp1
‖u2‖Hsp1

≤‖u1‖
( α－1) ( α－2) / ( α－2)
Hsp1

/ ( ( α －

1) / ( α － 2) ) +‖u2‖
α－1
Hsp1

/ ( α － 1) ≤ C( ‖u1‖
α－1
Hsp1

+

‖u2‖
α－1
Hsp1
) ．

所以 II≤ C( ‖u1‖
α－1
Hsp1

+‖u2‖
α－1
Hsp1
) ‖v1‖

β+1
Hsp2
‖u1 －

u2‖p1，以及
III = ‖ u2 α( v1 β+1 － v2 β+1)‖p'

1
≤C‖ u2 α·

( v1 β + v2 β ) v1 － v2 ‖p'
1
≤ C‖ u2

α‖r5 ·

(‖ v1 β‖r6 +‖ v2 β‖r6)‖v1 － v2‖p2≤C‖u2‖
α
Hsp1
·

( ‖v1‖
β
Hsp2

+ ‖v2‖
β
Hsp2
) ‖v1 － v2‖p2，

其中 1 / p'
1
= 1 / r5 + 1 / r6 + 1 / p2，1 / ( αr5 ) = 1 / p1 －

s /n，1 / ( βr6 ) = 1 / p2 － s /n．
把上述得到的 3个结论代入( 19) 式，即得( 17)

式成立．与上面证明过程类似，可证( 18) 式成立．引
理 4 证毕．

2 主要结果的证明

2． 1 定理 1 的证明

空间X表示Bochner可测函数( )uv : ( 0，+∞ ) →

Hs
p1 ( Ｒ

n ) × Hs
p2 ( Ｒ

n ) 的集合，定义其范数为

‖( uv ) ‖X

= { ( uv ) : supt ＞ 0
{ tθ1‖u( t) ‖Hsp1

，tθ2·

‖v( t) ‖Hsp2
} ＜ + ∞ } ．

进 一 步 定 义 子 空 间 ( Xε，d) 为 Xε =

( )uv ∈ X:‖( )uv ‖X

≤{ }ε ，距离 d
u1

v( )
1

，
u2

v( )( )
2

=

sup
t ＞0
{ tθ1‖u1( t) － u2( t)‖p1，t

θ2‖v1( t) － v2( t)‖p2} ，

易证Xε 是完备的度量空间．
定义映射 T:

T( )uv =
Fφ ( u，v)
Fψ ( u，v

( )) ≡
S( t) φ － ia∫

t

0
S( t － τ) u( τ) α－1u( τ) v( τ) β+1dτ，

S( t) ψ － ib∫
t

0
S( t － τ) u( τ) α+1v( τ) v( τ) β－1dτ









．
，

下证映射 T( )uv 是空间 Xε 上的严格的压缩映射．

( )uv ∈ Xε，由( 6) 式及引理 3 可以得到

tθ1‖Fφ ( u，v) ‖Hsp1
= tθ1‖S( t) φ‖Hsp1

+

Ctθ1∫
t

0
‖S( t － τ) u( τ) α－1u( τ) v( τ) β+1‖Hsp1

dτ≤

tθ1‖S( t) φ‖Hsp1
+ Ctθ1∫

t

0
t － τ －n( 1 /2－1 / p1) /m·

‖ u( τ) α－1u( τ) v( τ) β+1‖Hsp'1
dτ≤

tθ1‖S( t) φ‖Hsp1
+ Ctθ1∫

t

0
t － τ －n( 1 /2－1 / p1) /m·

‖u( τ) ‖α
Hsp1
‖v( τ) ‖β+1

Hsp2
dτ≤ tθ1‖S( t) φ‖Hsp1

+

Ct1－n( 1/2－1/ p1) /m－θ1( α－1) －θ2( β+1) B( 1 － n( 1/2 －1/ p1) /m，1 －θ1α －

θ2 ( β + 1) ) ‖( )uv ‖
α+β+1

X

≤ tθ1‖S( t) φ‖Hsp1
+

Cεα+β+1t1－n( 1/2－1/ p1) /m－θ1( α－1) －θ2( β+1) B( 1 － n( 1 /2 － 1 / p1) /m，
1 － θ1α －θ2 ( β + 1) ) ，
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其中 B(·，·) 是 Beta函数，再由引理 1 知
tθ1‖Fφ ( u，v) ‖Hsp1

≤ tθ1‖S( t) φ‖Hsp1
+ Cεα+β+1 ．

同理可得
tθ2‖Fψ ( u，v) ‖Hsp2

≤ tθ2‖S( t) ψ‖Hsp2
+

Ct1－n( 1 /2－1 / p1) /m－θ1( α+1) －θ2( β－1) B( 1 － n( 1 /2 － 1 / p1 ) /m，

1 －θ1 ( α + 1) － θ2β) ) ‖( uv ) ‖
α+β+1

X

≤

tθ2‖S( t) ψ‖Hsp2
+ Cεα+β+1 ．

因此有

‖T( uv ) ‖X

≤‖( φψ) ‖X

+ Cεα+β+1 ．

只要选取 ε = 2‖( φψ) ‖X

及初始条件满足

‖( φψ)‖X

≤ ( 1 / ( 2C) ) 1 / ( α+β) /2，代入上述不等式可知

‖T( )uv ‖X

≤‖( φψ) ‖X

+ Cεα+β+1 ≤ ε，

所以 T( )uv 是空间 Xε 到自身的映射．


u1

v( )
1

，
u2

v( )
2

∈ Xε，由( 6) 式以及引理 1和引理

4 得
tθ1‖Fφ ( u1，v1 ) － Fφ ( u2，v2 ) ‖p1 ≤ Ctθ1·

∫
t

0
‖S( t －τ) ( u1( τ) α－1u1( τ) v1( τ) β+1 － u2( τ) α－1u2( τ)·

v2 ( τ) β+1 ) ‖p1dτ≤ Ctθ1∫
t

0
t － τ －n( 1 /2－1 / p1) /m·

‖ u1( τ) α－1u1( τ) v1( τ) β+1 － u2( τ) α－1u2( τ) ·

v2( τ) β+1‖p'
1
dτ≤Ctθ1∫

t

0
t － τ －n( 1/2－1/ p1) /mτ－θ1α－θ2( β+1)·

max ‖ u1

v( )
1
‖

X

，‖ u2

v( )
2
‖( )

X

α+β

d
u1

v( )
1

，
u2

v( )( )
2

dτ ≤

Ct1－n( 1 /2－1 / p1) /m－θ1( α－1) －θ2( β+1) εα+βB( 1 － n( 1 /2 － 1 / p1) /m，

1 － θ1α － θ2 ( β + 1) ) d
u1

v( )
1

，
u2

v( )( )
2

≤ Cεα+β ·

d
u1

v( )
1

，
u2

v( )( )
2

．

同理可得

tθ2‖Fψ( u1，v1) － Fψ( u2，v2)‖p2≤Cεα+βd
u1
v( )
1

，
u2
v( )( )
2

，

因此有

d T
u1

v( )
1

，T
u2

v( )( )
2

≤ Cεα+βd
u1

v( )
1

，
u2

v( )( )
2

．

注意到 ε = 2‖( )φψ ‖X ≤ ( 1 /2C)
1 / ( α+β) ，从而

Cεα+β ≤ 1 /2，由此可得

d T
u1

v( )
1

，T
u2

v( )( )
2

≤ 1
2 d

u1

v( )
1

，
u2

v( )( )
2

．

由此可见 T( )uv 是 Xε 到自身的严格的压缩映

射．由 Banach不动点定理，T( )uv 在空间 Xε上有唯一

的不动点( )uv 满足
u( t) = S( t) φ － ia∫

t

0
S( t － τ) u( τ) α－1·

u( τ) v( τ) β+1dτ，

v( t) = S( t) ψ － ib∫
t

0
S( t － τ) u( τ) α+1·

v( τ) v( τ) β－1dτ













，

由( )uv ∈ Xε，即得( 7) 式成立．定理 1 证毕．

2． 2 定理 2 的证明

由定理 1 可知 T
u1

v( )
1

=
u1

v( )
1

，T
u2

v( )
2

=
u2

v( )
2

． 与

定理 1 的证明类似，可得
tθ1‖Fφ1 ( u1，v1 ) － Fφ2 ( u2，v2 ) ‖p1 ≤

d φ1

ψ( )
1

，
φ2

ψ( )( )
2

+ Cεα+βd
u1

v( )
1

，
u2

v( )( )
2

，

tθ2‖Fψ1 ( u1，v1 ) － Fψ2 ( u2，v2 ) ‖p2 ≤

d φ1

ψ( )
1

，
φ2

ψ( )( )
2

+ Cεα+βd
u1

v( )
1

，
u2

v( )( )
2

，

所以

d
u1

v( )
1

，
u2

v( )( )
2

= d T
u1

v( )
1

，T
u2

v( )( )
2

≤

d φ1

ψ( )
1

，
φ2

ψ( )( )
2

+ Cεα+βd
u1

v( )
1

，
u2

v( )( )
2

，

即

d
u1

v( )
1

，
u2

v( )( )
2

≤ ( 1 － Cεα+β ) －1d φ1

ψ( )
1

，
φ2

ψ( )( )
2

，

故( 8) 式成立．下证( 9) 式成立．

若 令 dδ
u1

v( )
1

，
u2

v( )( )
2

= sup
t ＞ 0
{ tθ1+δ‖u1 ( t) －

u2 ( t) ‖p1，t
θ2+δ‖v1 ( t) － v2 ( t) ‖p2 } ，类似于上面的

证明可得
tθ1+δ‖Fφ1 ( u1，v1 ) － Fφ2 ( u2，v2 ) ‖p1 ≤

dδ
φ1

ψ( )
1

，
φ2

ψ( )( )
2

+ Cεα+βdδ
u1

v( )
1

，
u2

v( )( )
2

，

tθ2+δ‖Fψ1 ( u1，v1 ) － Fψ2 ( u2，v2 ) ‖p2 ≤
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dδ
φ1

ψ( )
1

，
φ2

ψ( )( )
2

+ Cεα+βdδ
u1

v( )
1

，
u2

v( )( )
2

．

所以有

dδ
u1

v( )
1

，
u2

v( )( )
2

= dδ T
u1

v( )
1

，T
u2

v( )( )
2

≤

dδ
φ1

ψ( )
1

，
φ2

ψ( )( )
2

+ Cεα+βdδ
u1

v( )
1

，
u2

v( )( )
2

，

即( 9) 式成立．从而定理 2 证毕．
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The Small Global Solution for
the Coupled 2mth-order Nonlinear System on Ｒeal Index Sobolev Space

WANG Hailong，GUO Cuihua*

( School of Mathematical Sciences，Shanxi University，Taiyuan Shanxi 030006，China)

Abstract: Schrdinger type equation plays an important role in evolution equations． By using Banach fixed point the-
orem，the small global solutions of the following 2mth-order nonlinear Schrdinger system

iut + ( － Δ)
mu = a u α － 1u v β + 1，x∈Ｒn，t≥0，

ivt + ( － Δ)
mv = b u α + 1 v β － 1v，x∈Ｒn，t≥0，

u( x，0) = φ( x) ，v( x，0) = ψ( x) ，x∈Ｒ
{ n

in arbitrary dimensions are studied on the Sobolev space Hs
p1 ( Ｒ

n ) × Hs
p2 ( Ｒ

n ) ．
Key words: coupled 2mth-order Schrdinger system; real index Sobolev space; small global solution; Banach fixed
point theorem ( 责任编辑:曾剑锋)
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