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演化区域上的广义 Logistic模型的扩散特征
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摘要:该文研究广义 Logistic反应扩散模型，该模型描述了周期演化区域上的物种扩散．首先由区域的增
长为各向同性，将模型转化为固定区域上的反应扩散问题; 其次利用特征值问题和上下解方法给出了其

正周期解的渐近性态; 最后通过对阈值的分析，解释了栖息地区域周期性变化对物种生存产生的影响．
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0 单种群生长的广义 Logistic模型

众所周知，栖息地区域变化会对种群的生存与
发展产生影响，而这种栖息地区域变化与种群密度

之间存在的规律可以通过方程进行刻画，如单种群
生长的广义 Logistic方程［1］

dx /dt = rx( K － x) / ( K + Vx) ( 1)
描述了栖息地随时间变化对种群数量产生的影响，

其中 x 为种群的生长量，r( ＞ 0) 为种群内禀生长
率，K( ＞ 0) 为环境容纳量，V是常数．
当 V = 0时，方程( 1) 为经典的Logistic模型; 当

V ＞ 0 时，模型( 1) 的解曲线图像与经典 Logistic 模
型一样．文献［2-3］已经对经典 Logistic模型进行了
研究，所以这里主要讨论当 － 1 ＜ V ＜ 0时方程( 1)
与经典 Logistic模型的不同之处．
对广义 Logistic方程而言，当 － 1 ＜ V ＜ 0时，若

取 K* = － K /V，则当初值 x0 ＜ K* ( 小初值) 时解趋

于稳定的平衡态 K，而当初值 x0 ＞ K* ( 大初值) 时
解趋于 + ∞，从而发生爆破现象． 考虑个体在空间
中的随机游动，在方程( 1) 中引入扩散项，就得到广
义 Logistic反应扩散方程

u /t = dΔu + ru( K － u) / ( K + Vu) ，
其中 d( ＞ 0) 为扩散率，u = u( x，t) 为种群密度．

1 在周期演化区域上的广义 Logistic
模型

在利用反应扩散模型来刻画种群数量与空间区

域的关系时，通常考虑的区域都是固定区域［4-9］． 对
于区域的变化，一种是未知的变化，如具自由边界的

Logistic反应扩散模型［10］; 另一种是已知的变化，如
区域增长 Logistic 模型［11-12］ 和区域周期演化模
型［13-14］．本文考虑在周期演化区域上的广义 Logistic
模型．
设区域 Ω( t)  Ｒ 随时间 t 变化，其边界为

Ω( t) ． t 时刻的位置为 x( t) = ( x1 ( t) ，x2 ( t) ，…，
xn ( t) ) ∈ Ω( t) ，记在时刻 t 和位置 x( t) 处的密度
为 u( x( t) ，t) ，根据质量守恒定律和雷诺输运定
理［11］ 得

u /t + u·a
→
+ u( ·a

→
) = d 2 u + ru( K －

u) / ( K + Vu) ，x( t) ∈ Ω( t) ，

这里 a
→
表示由 Ω( t) 的变化而产生的流速， u·a

→

为对流项，u( ·a
→
) 为稀释项，对流项表示在 Ω( t)

内由 a
→
所决定的物质的传输，稀释项则源于局部体

积变化．考虑齐次Dirichlet边界条件，则得到在演化
区域 Ω( t) 上的单种群广义 Logistic问题

ut + u·a
→
+ u( ·a

→
) = dΔu + ru( K － u) /

( K + Vu) ，x( t) ∈ Ω( t) ，t ＞ 0，
u( x( t) ，t) = 0，x( t) ∈ Ω( t) ，t ＞ 0，
u( x( 0) ，0) = u0 ( x( 0) ) ，x( 0) ∈ Ω( 0










) ，

( 2)

其中函数 u0 ( x( 0) ) 正有界，Ω( 0) 为初始区域，假设
区域 Ω( t) 的变化为各向同性，即

x( t) = ρ( t) y，y∈ Ω( 0) ，

第 44 卷 第 4 期 江西师范大学学报( 自然科学版) Vol． 44 No． 4
2020 年 7 月 Journal of Jiangxi Normal University( Natural Science) Jul． 2020



其中 ρ( t) 是以 T为周期的函数，满足 ρ( 0) = 1．假
设 r( t) 是 t的函数( 周期为 T) ，则问题( 2) 就转化为

vt = dΔv /ρ2 ( t) － ρ·v /ρ + r( t) v( K － v) /

( K + Vv) ，y∈ Ω( 0) ，t ＞ 0，
v( y，t) = 0，y∈ Ω( 0) ，t ＞ 0，
v( y，0) = u0 ( y) ，y∈ Ω( 0)










．

( 3)

根据偏微分方程理论，若 ρ、r、u0 光滑，则问题( 3) 存
在唯一古典解．

2 在周期演化区域上的广义 Logistic
模型的主特征值

先对问题( 3) 进行线性化，根据线性化后的特
征值问题来分析其解的渐近性态．线性化后( 3) 式为

Vt = dΔV / ( ρ2 ( t) ) + ( － ρ· /ρ + r( t) ) V．
考虑问题( 3) 的特征值问题:

φt － dΔφ / ( ρ2 ( t) ) = － ρ·φ /ρ + r( t) φ /Ｒ0，

y∈ Ω( 0) ，t ＞ 0，
φ( y，t) = 0，y∈ Ω( 0) ，t ＞ 0，
φ( y，t + T) = φ( y，t) ，y∈ Ω( 0) ，t ＞ 0










．

( 4)

下面分析主特征值 Ｒ0 和相应的特征函数 φ( y，
t) 的性质:
( i) 若 d ＞ 0，函数 ρ( t) 、r( t) 关于变量 t连续且

以 T为周期，则根据文献［15］可知，特征问题( 4) 存
在唯一的主特征值 Ｒ0，且 Ｒ0 ＞ 0;
( ii) 主特征值对应的特征函数 φ( y，t) 除了相

差常数倍外是唯一的，且当( y，t) ∈ Ω( 0) × ( 0，
+ ∞ ) 时，有 φ( y，t) ＞ 0．
由于 Ｒ0 与参数 d、ρ 有关，不妨设 Ｒ0 = Ｒ0 ( d，

ρ) ，Ｒ0 关于参数 d、ρ 的光滑性由文献［16］中主特
征值的正则性结果给出． 下面讨论 Ｒ0 ( d，ρ) 的具体
表达式．
引理1 若环境关于时间 t是周期性变化的，则

问题( 4) 的主特征值的表达式为

Ｒ0 = ∫
T

0
r( t) dt /∫

T

0
dλ1 / ( ρ

2 ( t) ) dt，

其中 λ1 ＞ 0是在 Ω0 上满足齐次 Dirichlet边界条件
的 － Δ的主特征值．显然Ｒ0 ( d，ρ) 关于参数 ρ单调递
增且关于参数 d单调递减．
证 由于 r = r( t) 不依赖于空间变量 y，不妨

记 φ( y，t) = α( t) ψ1 ( y) ，其中 α( t) 是待定函数，
ψ1 ( y) ＞ 0 是在问题

－ Δψ1 = λ1ψ1，y∈ Ω( 0) ，t ＞ 0，

ψ1 = 0， y∈ Ω( 0) ，t ＞{ 0
( 5)

中属于特征值 λ1 ( ＞ 0) 的特征函数． 将 φ( y，t) =

α( t) ψ1 ( y) 代入( 4) 式，再根据( 5) 式有

α'( t) ψ1 ( y) － dΔψ1 / ( ρ
2 ( t) ) = － ρ·α( t) ψ1 /ρ +

r( t) ψ1 /Ｒ0 ．
等式两边同时除 α( t) ψ1，再从 0 到 T对 t积分可得

∫
T

0

α'( t)
α( t)

dt + ∫
T

0

d
ρ2 ( t)

λ1dt = ∫
T

0

r( t)
Ｒ0

dt．

又 α( t) 以 T为周期，即

∫
T

0

d
ρ2 ( t)

λ1dt = 1
Ｒ0
∫
T

0
r( t) dt．

从而得到主特征值的具体表达式，而 Ｒ0 ( d，ρ) 的单
调性可从表达式中直接看出．

3 模型正周期解的存在唯一性

定义 1 称满足问题
Ut － dΔU / ( ρ2 ( t) ) = r( t) U( K － U) /

( K + VU) － ρ·U /ρ，y∈ Ω( 0) ，t ＞ 0，
U( y，t) = 0，y∈ Ω( 0) ，t ＞ 0，
U( y，t + T) = U( y，t) ，y∈ Ω( 0) ，t ＞










0

( 6)

的解 U( y，t) 是对应于问题( 3) 的周期解．
为了研究问题( 3) 解的长时间性态，下面讨论

问题( 6) 正周期解的相关性质．
定理 1 设 r( t) 、ρ( t) 是 T-周期光滑正函数，

－ 1 ＜ V ＜ 0，则当Ｒ0 ＞ 1时，问题( 3) 存在唯一的正
周期解 U* ( y，t) ，该周期解对小初值是渐近稳定的;
当 Ｒ0 ＜ 1 时，问题( 3) 的平凡解 UΔ ( y，t) ≡ 0 全局
渐近稳定．
证 当 Ｒ0 ＜ 1 时，显然问题( 3) 只有平凡解，

类似于文献［11］中定理28．1，该平凡解是渐近稳定的．
当 Ｒ0 ＞ 1 时，取 U = εφ，其中 0 ＜ ε ＜

min
t∈［0，T］

K( Ｒ0 － 1) / ( Ｒ0φ) ，则有

Ut － dΔU/ ( ρ2( t) ) － r( t) U( K( t) － U) / ( K( t) +

VU) + ρ·U /ρ ＜ 0．

从而 U 是问题 ( 6) 的一个下解． 注意到，广义
Logistic模型不同于经典的 Logistic 模型，后者容易

构造上解，而前者可能发生爆破． 下面令 U = K* －
δ，选取 δ充分小，使得

Ut － dΔU/ ( ρ2( t) ) － r( t) U( K － U) / ( K + VU) +

ρ·U /ρ ＞ 0．

从而 U是问题( 6) 的一个上解，所以问题( 6) 至少
存在 1 个正周期解． 又令 f( U) = r( t) U( K( t) －
U) / ( K( t) + VU) － ρ·U /ρ，注意到 ( f( U) /U) /U ＜
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0，故问题( 3) 存在唯一的正周期解．
若非负非平凡初值 u0 ( y) ＜ K* ，则可以找到

t0 ＞ 0，ε ＞ 0，δ ＞ 0，使得 εφ≤ v( y，t0 ) ≤ K* － δ，
于是由迭代法可知周期解对小初值是渐近稳定的，

定理 1 证毕．
定理 2 设 r( t) 、K( t) 、ρ( t) 是 T-周期光滑正

函数，－ 1 ＜ V ＜ 0，初值 u0 ( y) ＜ K* ．则存在常数
D ＞ 0，使得
( i) 当 d∈ ( 0，D) 时，问题( 3) 存在唯一的全局

渐近稳定的正周期解 U* ( y，t) ;
( ii) 当 d∈ ( D，+ ∞ ) 时，问题( 3) 的平凡周期

解 U Δ ( y，t) ≡ 0 全局渐近稳定．
证 由 Ｒ0 的表达式可知，Ｒ0 = 1 当且仅当

d =∫
T

0
r( t) dt / ( λ1∫

T

0
dt /ρ2( t) ) ．取 D = ∫

T

0
r( t) dt / ( λ1·

∫
T

0
dt /ρ2 ( t) ) ．

当 d ∈ ( D，+ ∞ ) 时，Ｒ0 ＜ 1; 当 d ∈ ( 0，D) 时，
Ｒ0 ＞ 1，且在小初值以及 － 1 ＜ V ＜ 0的条件下，由定
理 1 直接证得．
注 1 假设环境的边沿不适合生存，则根据定

理 2可知，当扩散系数小于临界值 D时，预测种群可
以持续生存; 当扩散系数大于临界值D时，该种群密
度就会趋于 0，最终走向灭亡．

4 数值模拟和讨论

本部分通过模拟说明上面的理论结果． 首先取
定一些参数: d = 0． 1，V = － 0． 2，k = 2，ρ( t) =
e0． 1( 1－cos 4t) ，Ω( 0) = ( 0，1) ．
例 1 选取 r = 0． 5，此时

Ｒ0 = ∫
T

0
r( t) dt /∫

T

0

dλ1

ρ2 ( t)
dt = 5

π2T∫
T

0
ρ －2 ( t) dt ＜ 1．

由定理 1知，对于任何非负初值，解总是退化到
平凡解．图1选取初值 u = 0．2sin ( πx) + 0．1sin ( 2πx) ，
图形表明区域周期性变化，密度最终收敛于 0．

( a) 立体图 ( b) 截面图
图 1 当 Ｒ0 ＜ 1 时，解逐渐趋于 0

例 2 选取 r = 5，此时

Ｒ0 = ∫
T

0
rdt /∫

T

0

dλ1

ρ2 ( t)
dt = 50

π2T∫
T

0
ρ －2 ( t) dt ＞ 1．

由定理 1 知，对于小初值解是渐近稳定于 1 个

正周期解．图 2 选取例 1 中的初值，结果表明区域周
期性变化，密度最终稳定于一个正解． 而对于大的
初值，如在图 3中选取 u = 8sin ( πx) + 6sin ( 2πx) ，解
随着时间的增大而增加，最终发生爆破．

( a) 立体图 ( b) 截面图

图 2 当 Ｒ0 ＞ 1 时，取小初值( u0 ( y) ＜ K* ) ，解逐渐呈现周期震荡
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图 3 当 Ｒ0 ＞ 1 时，取大初值，解发生爆破

5 区域演化对物种生存的影响

若区域是固定的，则 Ω( t) = Ω( 0) ，即 ρ( t) ≡
1，将问题( 3) 中的 ρ( t) 以 1 代替，即考虑广义
Logistic反应扩散模型

ut － dΔu = r( t) u( K － u) / ( K + Vu) ，

y∈ Ω( 0) ，t ＞ 0，

u( y，t) = 0，y∈ Ω( 0) ，t ＞ 0，

u( y，t + T) = u( y，t) ，y∈ Ω( 0) ，t≥ 0










．

( 7)

同理，对上述问题进行线性化，考虑问题( 7) 的特征
值问题

φt － dΔφ = r( t) φ /Ｒ*
0 ，y∈ Ω( 0) ，t ＞ 0，

φ( y，t) = 0， y∈ Ω( 0) ，t ＞ 0，
φ( y，t + T) = φ( y，t) ，y∈ Ω( 0) ，t≥ 0

{
．

由引理 1 知，Ｒ*
0 可表示为

Ｒ*
0 = ∫

T

0
r( t) dt / ( λ1∫

T

0
ddt) ．

与定理2一样，定理3给出问题( 7) 在固定区域
Ω( 0) 上相应的全局动力学性态．
定理 3 设 r( t) 是 T-周期光滑正函数，－ 1 ＜

V ＜ 0，初值 u0 ( y) ＜ K* ，则存在常数 D* ＞ 0，使得
( i) 当 d∈ ( 0，D* ) 时，问题( 7) 存在唯一的全

局渐近稳定的正周期解 U* ( y，t) ;
( ii) 当 d∈ ( D* ，+ ∞ ) 时，问题( 7) 的平凡周

期解 U Δ ( y，t) ≡ 0 全局渐近稳定．

证 显然 Ｒ*
0 = 1 当且仅当∫

T

0
r( t) dt = λ1dt，

故取D* = ∫
T

0
r( t) dt / ( λ1T) ．由d∈ ( 0，D

* ) 得Ｒ*
0 ＞ 1，

根据定理1，问题( 7) 存在唯一的全局渐近稳定的正
周期解，( i) 得证，同理可证( ii) ．
通过以下 2 个定理来比较固定区域和周期演化

区域阈值的异同．
定理 4 设 r( t) 、ρ( t) 是 T-周期光滑正函数，

－ 1 ＜ V ＜ 0，初值 u0 ( y) ＜ K* ，

( i) 若 1
T ∫

T

0
dt /ρ2 ( t) ，则 Ｒ0 = Ｒ*

0 ;

( ii) 若 1
T ∫

T

0
dt /ρ2 ( t) ＜ 1，则 Ｒ0 ＞ Ｒ*

0 ;

( iii) 若 1
T ∫

T

0
dt /ρ2 ( t) ＞ 1，则 Ｒ0 ＜ Ｒ*

0 ．

定理 5 设 r( t) 、ρ( t) 是 T-周期光滑正函数，
－ 1 ＜ V ＜ 0，初值 u0 ( y) ＜ K* ，

( i) 若 1
T ∫

T

0
dt /ρ2 ( t) = 1，则 D = D* ;

( ii) 若 1
T ∫

T

0
dt /ρ2 ( t) ＜ 1，则 D ＜ D* ;

( iii) 若 1
T ∫

T

0
dt /ρ2 ( t) ＞ 1，则 D ＞ D* ．

注 2 区域演化对物种产生影响的生物学解

释．令ρ －2 = 1
T ∫

T

0
dt /ρ2 ( t) ，其中 ρ( t) 表示区域演化

率，由定理 5 和注 1 可知，ρ －2 是一个阈值，该值对物

种在周期演化区域上的生存或死亡产生影响． 假设
－ 1 ＜ V ＜ 0，u0 ( y) ＜ K* ，下面给出具体说明:

( i) 若ρ －2 ＞ 1，即 D ＞ D* ，则物种要在演化的

栖息地上生存，就必须减少其扩散，这说明当阈值大

于 1 时，固定区域比演化区域更有利于物种的生存;

( ii) 若ρ －2 ＜ 1，即D ＜ D* ，则与固定区域相比，

在演化区域上的物种可以在更大的扩散率下存活，

这说明当阈值小于 1 时，固定区域更不利于物种
生存;

( iii) 若ρ －2 = 1，即D = D* ，则固定区域和演化

区域对物种生存产生的影响是一样的．
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The Diffusive Characteristics of the Generalized Logistic Model on
an Evolving Domain

XU Haiyan1，GE Jing2，LIN Zhigui1*

( 1． School of Mathematical Science，Yangzhou University，Yangzhou Jiangshu 225002，China;
2． School of Mathematics and Statistics，Huaiyin Normal University，Huaian Jiangshu 223300，China)

Abstract: The generalized logistic reaction diffusion model，which describes diffusion of species on a periodic evol-
ving domain，is discussed． Firstly，by assuming that the evolving domain is isotropic，the model is transformed into
the reaction diffusion problem in a fixed domain． Secondly，the asymptotic behavior of positive periodic solutions is
presented by utilizing eigenvalue problem as well as upper and lower solution methods． Lastly，through the analysis
of the threshold，the impacts of regional evolution on survival of species are expressed．
Key words: diffusive model; generalized logistic equation; periodic evolution; asymptotic behavior
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