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中微子振荡中的几何相位和 CP违反

江春宇1，曾高荣1，黄永畅2，王资生1*

( 1．江西师范大学物理与通信电子学院，江西 南昌 330022; 2．北京工业大学理论物理研究所，北京 100124)

摘要:该文首先探讨了模型化的中微子在物质中振荡和混合的分析解，然后让中微子的 CP违反相位旋转
360°获得中微子振荡和混合的几何相位，发现几何相位随能量的振动具有非对称性几何结构．几何相位
是描述中微子传播过程中内禀属性，故这种非对称结构起源于中微子振荡和混合的 CP违反现象．因此，
几何相位为中微子传播过程中的 CP违反现象提供了线索．
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0 引言

中微子振荡和混合是研究标准模型之外的新物

理的重要途径，也是当前物理学前沿的热点课题之

一［1-4］．使用物理整体拓扑信息为探索中微子振荡
和混合原理提供了一个线索．
在标准模型中，3 味中微子 ( ve，vμ，vτ ) 的静止

质量为 0，并且遵循轻子数守恒，不能相互转变和混
合［5-6］．但是许多实验发现，不同味的中微子之间可
以相互转变，这就是中微子振荡现象．

2012 年，大亚湾中微子实验证实了中微子第 3
种振荡模式的存在［7-8］，3 味中微子在真空中的振荡
和 2 味中微子在物质中的振荡已经有许多学者进行
了详细的研究［9］．但 3 味中微子比 2 味中微子在物
质中振荡和混合的过程要复杂得多，在这种情况下，

每味中微子在演化过程中均可能同其他 2 种中微子
发生混合并同物质相互作用，中微子在物质中的混

合矩阵涉及众多参数，演化方程包含多个相互作用

的项，因此许多研究者采用模型化理论求其近似解．

目前 CP破缺只在 K0 － K0混合
［10］中被测量到．

3 代夸克的混合导致强子衰变 CP破坏，而且在混合
矩阵中有 3 个混合角和 1 个与 CP 破坏有关的相
角［11］．因此，在 3 味中微子振动和混合过程中，混合
矩阵有 3个混合角和 1个与 CP破坏有关的相角．目
前，研究中微子在振荡和混合时是否存在CP破坏以

及怎样确定 CP破坏的参数是物理学上的一个重大
课题．
众所周知，鉴于中微子的质量非常小，因此解决

Majorana粒子问题的传统方法是无中微子双 β衰变
实验( NDBD) ［12］． 在物理中，中微子的跃迁概率可
以观察到 CP破坏现象，不幸的是，建立这样的实验
设施非常复杂，而且价格昂贵．
另一个可以观察到 CP 破坏现象是中微子混合

和振荡过程中的几何相位． 为了研究长基线的中微
子振荡和混合情况，该文给出了模型化的 3 味中微
子在物质势下演化方程和分析解，并按照超对称模

型所预言的中微子振荡和混合参数让 CP 违反相位
旋转 360°，计算了中微子振荡的几何相位［13-14］，这
提供了 CP破坏信息．

1 中微子振荡和混合

中微子在传播的过程中会和周围物质相互作

用，产生物质效应．人们常用有效哈密顿来描述该过
程演化，即

H( x) = H0 + Hm ( x) + HNSI ( x) ，
其中H0 为中微子的真空哈密顿量，Hm( x) 为标准物质
势的哈密顿量，HNSI ( x) 为非标准物质势的哈密顿量．
真空哈密顿量为

H0 = U
2E

0 0 0
0 Δm2

21 0

0 0 Δm2
3









1

U +，
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其中 E为中微子的能量，Δm2
ij ( i，j = 1，2，3) 为中微

子的质量平方差( 由实验确定) ，也是描述中微子振荡

和混合的相关参数，mi ( i = 1，2，3) 是中微子( ve，vμ，
vτ ) 的质量． U是 3 个中微子味的混合矩阵，它是一
个 3 × 3的幺正矩阵，可以写为U = O23IδO13I

+
δ O12
［2-4］，

其中 Oij ( i，j = 1，2，3) 表示具有旋转角 θij ( i，j = 1，
2，3) 在 i-j平面的旋转矩阵，可以表示为

O12 =
c12 s12 0

－ s12 c12 0








0 0 1

，O13 =
c13 0 s13
0 1 0

－ s13 0 c
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


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13

，

O23 =
1 0 0
0 c23 s23
0 － s23 c
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





23

，

这里定义 sij≡ sin θij和 cij≡ cos θij，θij是中微子在振
荡过程中的混合角函数．而 Iδ ≡ diag( 1，1，eiδ ) ，δ是
轻子的Dirac CP违反相位．因此，混合矩阵可以写成

U = O23IδO13I
+
δ O12 =

c12c13 s12c13 s13e
－ iδ

－ s12c23 － c12 s23 s13e
iδ c12c23 － s12 s23 s13e

iδ s23c13
s12 s23 － c12c23 s13e

iδ c12 s23 － s12c23 s13e
iδ c23c









13

．

若中微子是 Majorana粒子，则在混合矩阵 U中
有 2个额外的 CP违反相位．但是不论在真空中还是
在物质中，这2个Majorana CP违反相位都与中微子
振荡不相关［2，14］．
标准物质势的哈密顿量为

Hm ( x) = 槡2GFNe ( x)
1 0 0
0 1 0









1 0 1
，

其中槡2GFNe ( x) = 7． 6 × 10 －14Yeρ eV，GF 为费米弱

耦合常数，Ne ( x) 为物质中的电子数密度．为了简化
计算，Ne ( x) 在中微子传播过程中取为常数． ρ 是物
质密度，Ye 是相关物质的中微子的电子数密度，这

里取 Ye ≈ 0． 5［2-3］．
非标准物质势的哈密顿量将被模型化为

HNSI ( x) = 槡2GFNe ( x)
ξee ξeμ ξeτ
ξ*eμ ξμμ ξμτ
ξ*eτ ξ*μτ ξ


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



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ττ

，

其中复常数 ξαβ ( α，β = e，μ，τ) 是非标准相互作用
( NSI) ［15-16］ 参数，对角矩阵元为实常数．设 3个中微
子旋量为ψ = ( ψve，ψvμ

，ψvτ
) T，演化矩阵所满足的薛

定谔方程可以写成

idψ( x) /dx = H( x) ψ( x) ， ( 1)
由于标准物质势哈密顿量 Hm 可以围绕 2 ～ 3 平面

法线任意旋转，矩阵的形式不变．当波函数 ψ( x) 在
2 ～ 3 平面法线旋转时，可用幺正变换描写为( ψve，

ψ
～
vμ
，ψ

～
vτ
) T = U23 ( ψve，ψvμ

，ψvτ
) T，其中 U23 = O23Iδ ．

在这个幺正变换下，有效哈密顿变为

H( x) =

Δ31

s212c
2
13α + s213 s12c12c13α s13c13( 1 － s212α)

s12c12c13α c212α － s12c12s13α

s13c13( 1 － s212α) － s12c12s13α s212s
2
13α + c21









3

+

ξ
～

ee ξ
～

eμ ξ
～

eτ

ξ
～
*
eμ ξ

～

μμ ξ
～

μτ

ξ
～
*
eτ ξ

～
*
μτ ξ

～


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ττ

，

其中 Δ31 ≡ Δm2
31 / ( 2E) ，A ≡ 槡2GFNe ( x) /Δ31，α ≡

Δm2
21 /Δ

2
31，在计算中取 α = 0． 03．
按照这个幺正变换，薛定谔方程( 1) 可变为

idψ
～
( x) /dx = H

～
( x) ψ

～
( x) ．

变换后非标准相互作用( NSI) 参数变为

ξ
～

ee = 1 + ξee，ξ
～

eμ = ξeμc23 － ξeτs23，ξ
～

eτ = ( ξeμs23 +

ξeτc23 ) e
iδ，ξ

～

μμ = ( ξμμc
2
23 + ξττs

2
23 ) － 2s23c23Ｒe( ξμτ ) ，

ξ
～

ττ = ( ξμμs
2
23 + ξττc

2
23 ) + 2s23c23Ｒe( ξμτ ) ，ξ

～

μτ =
( ( ξμτc

2
23 － ξ*μτs

2
23 ) + ( ξμμ － ξττ ) s23c23 ) e

iδ ．

2 薛定谔方程的解

为了给出薛定谔方程的分析解，首先计算有效

哈密顿H
～
( x) 的本征值 λ，其特征方程为 det | H

～
( x) －

λI | = 0．经过一些代数运算后求得能量本征值 λ的

方程为

λ3 + c2λ
2 + c1λ + c0 = 0， ( 2)

特征方程的系数为

c2 = － ( a11 + a22 + a33 + Δ31A( ξ
～

ee + ξ
～

μμ + ξ
～

ττ ) ) ，

c1 = － a2
12 － a2

13 + a11a22 － a2
23 + a11a33 + a22a33 +

Δ31A( a22 ξ
～

ee + a33 ξ
～

ee + a11 ξ
～

μμ + a33 ξ
～

μμ + a11 ξ
～

ττ + a22 ξ
～

μμ －

a12 ξ
～

eμ － a12 ξ
～
*
eμ － a13 ξ

～

eτ － a13 ξ
～
*
eτ － a23 ξ

～

μτ － a23 ξ
～
*
μτ ) +

( Δ31A)
2 ( ξ

～

ee ξ
～

μμ + B2 ξ
～

ee ξ
～

ττ + B2 ξ
～

μμ ξ
～

ττ － B2 ξ
～

eμ ξ
～
*
eμ －

B2 ξ
～

eτ ξ
～
*
eτ － B2 ξ

～

μτ ξ
～
*
μτ ) ，

c0 = a2
13a22 － 2a12a13a23 + a11a

2
23 + a2

12a33 －

a11a22a33 + Δ31A( a
2
23 ξ

～

ee － a22a33 ξ
～

ee + a213 ξ
～

μμ － a11a33 ξ
～

μμ +
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a2
12 ξ

～

ττ － a11a22 ξ
～

ττ － a13a23 ξ
～

eμ － a13a23 ξ
～

eμ － a13a23 ξ
～
*
eμ +

a12a33 ξ
～

eμ + a12a33 ξ
～
*
eμ + a13a22 ξ

～

eτ + a13a22 ξ
～
*
eτ － a12a23 ξ

～

eτ －

a12a23ξ
～
*
eτ － a12a13ξ

～

μτ － a12a13ξ
～
*
μτ + a11a23ξ

～

μτ + a11a23ξ
～
*
μτ) +

( Δ31A)
2( － a11 ξ

～

μμ ξ
～

ττ － a22 ξ
～

ee ξ
～

ττ － a33 ξ
～

ee ξ
～

μμ + a33 ξ
～

eμ ξ
～
*
eμ +

a22 ξ
～

eτ ξ
～
*
eτ + a11 ξ

～

μτ ξ
～
*
μτ + a13 ξ

～

eτ ξ
～

μμ + a13 ξ
～

μμ ξ
～
*
eτ +

a23 ξ
～

ee ξ
～

μτ + a23 ξ
～

ee ξ
～
*
μτ － a13 ξ

～

eμ ξ
～

μτ － a13 ξ
～

eμ ξ
～
*
μτ + a12 ξ

～

eμ ξ
～

ττ +

a12 ξ
～

ττ ξ
～
*
eμ － a23 ξ

～

eτ ξ
～
*
eμ － a23 ξ

～

eμ ξ
～
*
eτ － a12 ξ

～

μτ ξ
～
*
eτ －

a12 ξ
～

eτ ξ
～
*
μτ ) + ( Δ31A)

3 ( － ξ
～

ee ξ
～

μμ ξ
～

ττ + ξ
～

eτ ξ
～

μμ ξ
～
*
eτ +

ξ
～

ee ξ
～

μτ ξ
～
*
μτ + ξ

～

eμ ξ
～

ττ ξ
～
*
eμ － ξ

～

eμ ξ
～

μτ ξ
～
*
eτ － ξ

～

eτ ξ
～
*
eμ ξ

～
*
μτ ) ，

其中 a11 = Δ31 ( s
2
12c

2
13α + s213 ) ，a22 = Δ31c

2
12α，a33 =

Δ31 ( s
2
12 s

2
13α + c213 ) ，a12 = Δ31 s12c12c13α，a13 = Δ31 s13·

c13 ( 1 － s212α) ，a23 = Δ31 ( － s12c12c13α) ．

虽然哈密顿 H
～
( x) 有复数项，但发现系数 c0、c1

和 c2均为实数．特征方程( 2) 可给出严格解，其解为
λ1 = － c2 /3 + ( q2 + ( 4q31 + q22 )

1 /2 ) 1 /3 + ( q2 －
( 4q31 + q22 )

1 /2 ) 1 /3，

λ2 = － c2 /3 + ( ( q2 + ( 4q31 + q22 )
1 /2 ) 1 /3 + ( q2 －

( 4q31 + q22 )
1 /2 ) 1 /3 ) / ( 6 × 21 /3 ) + i( 槡3 ( q2 + ( 4q31 +

q22 )
1 /2 ) 1 /3 － ( q2 + ( 4q31 + q22 )

1 /2 ) 1 /3 ) / ( 6 × 21 /3 ) ，

λ3 = － c2 /3 － ( ( q2 + ( 4q31 + q22 )
1 /2 ) 1 /3 + ( q2 －

( 4q31 + q22 )
1 /2 ) 1 /3 ) / ( 6 × 21 /3 ) － i( 槡3 ( q2 + ( 4q31 +

q22 )
1 /2 ) 1 /3 － ( q2 + ( 4q31 + q22 )

1 /2 ) 1 /3 ) / ( 6 × 21 /3 ) ，

其中 q1 = － c22 + 3c1，q2 = － 2c32 + 9c2c1 － 27c0 ．通过

计算得出 4q31 + q22 ≤ 0，并且 q2 ≤ 0 和 | q1 |≤
| q2 /32 | /8( q1，q2 ∈ Ｒ) ，为使本征值λa ( a = 1，2，3)

为实值，需将本征值改写为

λ = －
c2
3 + 2

3 － q槡 1 cos(
1
3 arctan(

1
q2

－4q31 － q槡 2
2 ) )，(3)

λ2 = －
c2
3 － 1

3 － q槡 1 cos(
1
3 arctan(

1
q2

－ 4q31 － q槡 2
2 ) ) －

1

槡3
－ q槡 1 sin(

1
3 arctan( 1q2

－ 4q31 － q槡 2
2 ) ) ， ( 4)

λ3 = －
c2
3 － 1

3 － q槡 1 cos(
1
3 arctan(

1
q2

－ 4q31 － q槡 2
2 ) ) +

1

槡3
－ q槡 1 sin(

1
3 arctan( 1q2

－ 4q31 － q槡 2
2 ) ) ． ( 5)

按照这些哈密顿H
～
( x) 的本征值，计算出H

～
( x)

的本征态为

| ψ
～
( x) 〉=

χ1a
χ2a
χ3











a

， ( 6)

其中

χ1a =∑
3

a =1
( λa － φ33) － ( ( φ22 － λa) φ31 － φ2132) +

φ32 ( ( φ22 － λa ) φ31 － φ21φ32 )
2 ( － ( φ33 － λa ) φ21 ) +

φ31φ
*
32， ( 7)

χ2a = ∑
3

a = 1
φ31 ( ( φ33 － λa ) φ21 － φ31φ

*
32 ) ， ( 8)

χ3a = ∑
3

a = 1
φ31 ( ( φ22 － λa ) φ31 － φ21φ32 ) ， ( 9)

其中 φ21 = a21 + Δ31Aξ
～
*
eμ，φ22 = a21 + Δ31Aξ

～

μμ，φ31 =

a31 + Δ31Aξ
～
*
eτ，φ32 = a32 + Δ31Aξ

～
*
μτ，φ33 = a33 +

Δ31Aξ
～

ττ ．
按照这些本征值和本征态，可以构造薛定谔方

程通解

ψ( δ，t) = 1
N∑

3

a = 1

χ1a ( δ)

χ2a ( δ)

χ3a ( δ









)

e － iλat /h， ( 10)

其中 N为归一化常数，且

N = ∑
3

a = 1
( | C2

a | ( | χ1a | 2 +| χ2a | 2 +| χ3a | 2 ) ) 1 /2，
Ca 是中微子在振荡和混合过程中的振幅，由初始条

件决定．为了有效地探讨在中微子传播过程中CP违
反，假设初始中微子是 μ子味中微子，即初始态为

ψ
～

μ ( 0) =
1 0 0
0 cos θ23 sin θ23
0 － sin θ23 cos θ









23











0
1
0

=
0
c23

－ s











23

．

令在方程( 10) 中 t = 0，得到波函数的系数为
C1 = ( ( χ13χ22 － χ12χ23) s23 + ( χ13χ32 － χ33χ12) c23) /

( χ11χ22χ33 + χ13χ21χ32 + χ12χ23χ31 － χ13χ31χ22 － χ23χ32χ11 －
χ21χ12χ33 ) ， ( 11)

C2 = ( ( χ11χ23 － χ21χ13) s23 + ( χ11χ33 － χ13χ31) c23) /
( χ11χ22χ33 + χ13χ21χ32 + χ12χ23χ31 － χ13χ31χ22 － χ23χ32χ11 －
χ21χ12χ33 ) ， ( 12)

C3 = ( ( χ21χ12 － χ11χ22) s23 + ( χ12χ31 － χ11χ32) c23) /
( χ11χ22χ33 + χ13χ21χ32 + χ12χ23χ31 － χ13χ31χ22 － χ23χ32χ11 －
χ21χ12χ33 ) ． ( 13)

3 中微子在振荡过程中的几何相位

在系统的纯态定域规范变换下 | ψ( η) 〉→
| ψ'( η) 〉= e －( η) | ψ( η) 〉，
所以量子体系的 1 次微分如下:

β = － Im〈ψ( η) | ψ( η) /ηi〉dηi → β' =
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－ Im〈ψ'( η) | ψ'( η) /ηi〉dηi = － Im〈e －i( η) ψ( η) | －
i( η) e －i( η) ψ( η) /ηi + e－i( η) ψ( η) ψ( η) /ηi〉 =

－ Im〈ψ( η) | ψ( η) /ηi〉dηi + ( η) dηi /ηi = β +

d， ( 14)
其中称 β为体系的 1 次微分．对( 14) 式再进行 1 次
微分可得

σ = dβ = βj ( η) /ηidηi ∧ dηj = － Im〈ψ( η) /
ηi，ψ( η) η j〉dηi ∧ dη j － Im〈dηiψ( η) ，

2ψ( η) /
( ηiη j ) 〉dηi∧dη j = － Im〈ψ( η) / ηi，ψ( η) /
η j〉dηi ∧ dη j = σijdηi ∧ dη j，

其中称σ为体系的2次微分，σij = － Im〈ψ ( η ) /
ηi，ψ( η) /η j〉．经规范变换，量子系统2次微分状
态不会发生变化，即

σ→ σ' = dβ + d2 = dβ = σ．
由此可得 Berry几何相位为

γg ( C = S) = ∮C = S
β = ∫Sσ． ( 15)

从( 15) 式可以发现系统的演化路径是一条闭
合曲线，Berry 几何相位与该闭合路径的面积成正
比，不受演化路径的影响． 1983年，B． Simon［17］ 发现了
Berry几何相代表的是 Hermit 线丛上的 Holonomy．
因此几何相位具有物理系统的整体拓扑性质，能够

深刻描述物理系统的内禀属性． 为了探讨中微子在
物质中振荡和混合的 CP 破坏现象［18-20］． 人们可以
通过分析中微子振荡和混合的几何相位．
不同于其他中微子振荡和混合几何相位计算，

本文把中微子的 Dirac CP违反相位 δ作为参数旋转
360°，这样可以有效地研究中微子振荡和混合过程
的 CP违反现象，这样 Berry相位可以表示为

γ = Im( ∮
δ
〈ψ

～
( δ) |  /δ | ψ

～
( δ) 〉dδ) =

∑
3

a = 1，b = 1
∑
3

i = 1
Im( ∫

δ

C*
a

N χ*ia e
iλat /h ) 

δ
(
Cb

N χ ibe
－ iλbt /hdδ) ，

( 16)
这个 Berry相位可以改写成为以 δ围成的面积 S，即

γ = Im( ∫S
→
( 〈ψ

～
( δ) |  /δ | ψ

～
( δ) 〉) dS

→
) ．

这个方程意味着中微子在振荡和混合的几何相

位按照相角演化时，其演化路径在希尔伯特( Hil-
bert) 空间上的投影所围成的面积不变，即具有强烈
抗干扰能力，所以描述了量子系统的拓扑整体性质．
将方程( 3) ～ ( 9) 式和( 11) ～ ( 13) 式代入方程

( 16) ，可以得到几何相位的确切表达式，但是由于
每项均与 Dirac CP违反相位 δ 有关，因此关系式非
常复杂，这样直接进行数值计算．

下面，按照超对称模型预言中微子振荡和混合

参数( 见表 1) ［15］，计算各种情况下中微子振荡和混
合的几何相位随中微子能量的变化情况( 见图 1 ～
图 9) ．
表 1 超对称模型预言的中微子振荡和混合参数

参数 值 参数 值

ξee 2． 5 ξ*μτ 1． 5 + i
ξμμ 3． 5 θ12 2π /11
ξττ 18 θ13 π /13
ξeμ 1． 5 － i θ23 3π /11
ξ*eμ 1． 5 + i Δm2

21 6． 6 × 10 －5 ( eV2 )

ξeτ 1． 8 － 0． 7i Δm2
31 2． 2 × 10 －3 ( eV2 )

ξ*eτ 1． 8 + 0． 7i t 1． 5 × 10 －3 ( eV2 )

ξμτ 1． 5 － i

注: 实线所用的参数见表 1，其他线的参数仅仅改变了 ξee ．
图 1 几何相位随能量变化的曲线

由图 1 可知，随着 ξee增大，在中微子振荡和混
合过程中几何相位的振幅越大，波峰和波谷的非对

称性越大． 当 0 eV ＜ E ＜ 3 × 108 eV 时，几何相位的
振幅增大，波峰和波谷的非对称性增大; 当 E = 3 ×
108 eV时，几何相位的振幅达到最大值; 当 E ＞ 3 ×
108 eV时，几何相位的振幅开始减小，波峰和波谷的
非对称性减小．
由图 2 可知，ξμμ越小，中微子在振荡和混合过

程中几何相位的振幅越大，且波峰和波谷的非对称

性越大．当 0 eV ＜ E ＜ 3 × 108 eV 时，几何相位的振
幅增大，波峰和波谷的非对称性增大; 当E = 3 ×
108 eV时，几何相位的振幅达到最大值; 当 E ＞ 3 ×
108 eV时，几何相位的振幅开始减小，波峰和波谷的
对称性逐渐恢复．
由图 3 可知，ξττ越大，中微子在振荡和混合过

程中几何相位的振幅越大，且波峰波谷的非对称性

越大．随着能量的增大，中微子在混合和振荡过程中
的几何相位也随之改变，当 0 eV ＜ E ＜ 3 × 108 eV
时，几何相位的振幅逐渐增大，波峰与波谷的非对称
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性越来越明显，当 E ＞ 3 × 108 eV 时，几何相位的振
幅开始减小，波峰与波谷的对称性也逐渐增强．

图 2 几何相位随能量变化的曲线( 其他参数见表 1)

图 3 几何相位随能量变化的曲线( 其他参数见表 1)

图 4 改变 ξeμ的取值，几何相位随能量变化的曲线( 其他参
数见表 1)

由图 4 可知，随 ξeμ复数部分增加，几何相位振
荡中心消失了，非对称性结构越来越明显，这意味着

e和 μ中微子混合效应增强．
由图 5 可知，随 ξeτ复数部分增加，几何相位振

荡中心消失了，非对称性结构越来越明显，这意味着

e和 τ中微子混合效应增强．随着能量的增大，开始
几何相位的振幅也增大，非对称性结构也越来越明

显，当振幅达到最大值时，几何相位的振幅开始减

小，对称性结构逐渐恢复．

图 5 改变 ξeτ的取值，几何相位随能量变化的曲线( 其他参
数见表 1)

由图 6 可知，不同的 ξμτ，几何相位的变化较小，
原因是几何相中包括 ξμτ的值较小． 当 0 eV ＜ E ＜
3 × 108 eV时，几何相位振幅增大; 当 E = 3 × 108 eV
时，几何相位的振幅达到最大值，随后振幅逐渐减

小，对称性逐渐增强．

图 6 改变 ξμτ的取值，几何相位随能量变化的曲线( 其他参
数见表 1)

由图 7 可知，不同的 θ12，几何相位有稍微不同
差别，原因也是几何相中包含的 θ12项的值较小． 当

能量 0 eV ＜ E ＜ 3 × 108 eV 时，几何相位振幅增大，
在 E = 3 × 108 eV 处，几何相位的振幅达到最大值，
随后几何相位的振幅逐渐减小，对称性逐渐增强．
由图 8 可知，θ13越大，几何相位的非对称性越

大．随着能量的增大，几何相位的振幅先增大后减
小，几何相位的非对称性结构在几何相位振幅达到

最大值时最明显．
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图 7 改变 θ12的取值，几何相位随能量变化的曲线( 其他参
数见表 1)

图 8 改变 θ13的取值，几何相位随能量变化的曲线( 其他参
数见表 1)

图 9 改变 θ23的取值，几何相位随能量变化的曲线( 其
他参数见表 1)

由图 9 可知，θ23的改变对几何相位的影响不
大，原因同样是在几何相位中包含的 θ23项的值较
小．当 0 eV ＜ E ＜ 3 × 108 eV时，几何相位振幅增大，
在 E = 3 × 108 eV 处，几何相位的振幅达到最大值，

随后振幅逐渐减小，对称性逐渐增强．

4 结果与讨论

几何相位作为能量的函数显示在图 1 ～ 图 9
中，当能量 E∈［0，1． 5 × 108］eV 时，几何相位振动
的非常小，而且是对称的，这意味着中微子在物质传

播过程中的 CP违反现象较小．
随着中微子能量的增高 ，尤其当能量 E∈［1． 5 ×

108，3 × 108］eV时，几何相位振动加大，并且出现了
非对称性．本文发现几何相位的振动的峰和谷的值
不同 ，其值大小依赖于描述中微子振荡和混合的各

种参数，这提供了直接探测中微子 CP 违反现象的
能量区间．
当能量 E∈［4 × 108，5 × 108］eV 时，中微子振

荡和混合的几何相位振幅逐渐减小，并且变得越来

越对称．
由图 1、图 3、图 6、图 9 可知，改变参数 ξee、ξττ、

ξμτ以及 θ23，几何相位的振荡的波峰和波谷随着参数
的增大而增大，波峰和波谷的非对称性也增强．
由图 2、图 7 可知 ，改变参数 ξμμ和 θ12，几何相

位的振荡的波峰和波谷随着参数的增大而减小，波

峰和波谷的对称性也增强．
由图 4、图 5、图 8 可知，随着参数 ξeμ和 ξeτ复数

部分的增大以及 θ13的增大，几何相位振荡中心消
失，非对称结构也越来越明显．
综上所述，本文给出了中微子在物质中振荡和

混合的模型化的分析解 ，并且通过让中微子的相角

旋转 360°，给出了中微子振荡和混合的几何相位，
探讨了中微子在传播过程中的 CP违反现象．
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The Geometric Phase and CP-Violation in Neutrino Oscillation

JIANG Chunyu1，ZENG Gaorong1，HUANG Yongchang2，WANG Zisheng1*

( 1． College of Physics and Communication Electronics，Jiangxi Normal University，Nanchang Jiangxi 330022，China;
2． Institute of Theoretical Physics，Beijing University of Technology，Beijing 100124，China)

Abstract: Firstly，the analytical solution for a model of neutrino oscillation and mixing in the matter is explored．
Then，the CP-violation phase of the neutrino is operated to rotate a circle in order to obtain the geometric phase of
the neutrino oscillation and mixing． It is found that the geometric phase with energy vibration has asymmetric geo-
metric structure，where the wave peaks and dips are not symmetry． Because the geometric phase describes the intrin-
sic properties of neutrino propagation process，this asymmetric structure originates from the neutrino oscillation and
mixed CP-violation phenomenon． Therefore，the geometric phase provides clues to CP violations during neutrino
propagation．
Key words: neutrino; neutrino oscillation; geometric phase; geometric structure; CP violation
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