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摘要:该文研究了由广义 Laplace-Stieltjes 变换所表示的整函数的增长性． 首先介绍了由广义 Laplace-
Stieltjes变换所表示的整函数在圆周上的最大模、最大项的定义; 其次研究并得到了由最大模、最大项所
表示的整函数的 β级、广义型和用 An、λn 所表示的整函数的 β级、广义型之间的等价关系; 最后给出了定
理的相应推论，得到了 Laplace-Stieltjes变换所表示的整函数在圆周上的 β级、广义型．
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0 引言

整函数的增长性是复分析的主要研究内容之
一．级和型是研究整函数增长快慢的主要工具［1-6］．
若 f( z) 是整函数，记Mf ( r) = max

z = r
f( z) ，定义 f( z)

的级 ρ0 为
ρ0 = lim sup

r→+∞
ln ln Mf ( r) / ln r．

但当 ρ0 = 0 时，无法区分这些零级整函数增长的快
慢，因此本文在第 1 节引进增长更缓慢的 β级，在第
2 节引进关于 β级的广义型．
本文主要研究定义在右半平面的一条 Jordan曲

线上的广义 Laplace-Stieltjes 变换( 广义 L-S 变换)
所表示整函数的 β级和广义型．为此，首先介绍一些

常用符号．记闭角形区域 Gτ = { z: | arg z |≤ τ ＜

π /2( τ≥0) } ．记 L为Gτ中的一条 Jordan曲线，从原
点出发，延伸至无穷远点．z∈ L，用 Lz 表示 L上从
原点到点 z的部分，且包括 2个端点 0和 z，Lz是可求

长曲线，复变复值函数 α( z) 是 Lz 上的有界变差

函数．
考虑广义 Laplace-Stieltjes变换

F( s) = ∫Le －szdα( z) ，s = σ + it，σ，t∈ Ｒ，( 1)

且存在复数序列{ λn}
∞
n = 1  L满足下列条件 C:

( i) 记 Ｒe λn = ωn，0 = ω0 ＜ ω1 ＜ ω2 ＜ …，
lim
n→∞

ωn = + ∞ ;

( ii) lim sup
n→∞
( ln n) /ωn = D ＜ + ∞ ;

( iii) 若 Lλn+1 － Lλn表示 Lλn+1去掉 Lλn的部分，则

存在常数 A0使得当 n充分大且λ∈ Lλn+1 － Lλn时，有

Iλ － Iλn ≤ A0，其中 Iλ 表示 Lλ 的长度．

用与文献［7］中定理 1． 1 类似的方法，可以证
明广义 Laplace-Stieltjes 变换在上述条件及条件
lim sup

n→∞
( ln An ) /ωn = －∞ ( An见定义1) 下所表示的

函数F( s) 为整函数．本文就在上述条件下研究整函
数 F( s) 的增长性．关于广义 L-S变换目前也有一些
研究成果［8-11］．
为研究广义 L-S 变换所表示整函数的增长性，

需要定义最大模、最大项．
定义 1［11］ ( 1) 式所表示的整函数 F( s) 的最

大模、最大项可分别定义为

M( r，F) = sup
λ∈L， s = r ∫Lλe

－szdα( z) ，m( r，F) =

max
1≤n ＜ +∞

Ane
hrωn， ( 2)

其中
h = 1 + tan τ( 0 ≤ τ ＜ π /2) ，

An = sup
λ∈Lλn+1－Lλn， s = r≠0 ∫Lλ－Lλne

( －s－hr) zdα( z) ． ( 3)

注 1 在全文中 A 为正常数，不同的地方取值
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不同．

1 广义L-S变换所表示整函数的 β级
为区别零级整函数的增长性，需要引进增长更

缓慢的 β级，首先介绍 β类函数．
定义 2［12-13］ 令 Λ 表示所有满足下列条件的

β( x) 所构成的集合:
( i) β( x) 为定义在［a，+ ∞ ) ( a ＞ 0) 上，严格

递增、可微的正函数，并且当 x →+ ∞ 时，β( x) →
+ ∞ ;
( ii) lim

x→+∞
xβ'( x) = 0．

注 2 存在上述定义的函数，如 ψ( x) = ( ln x) c，
0 ＜ c ＜ 1; φ( x) = ln［p］ x，p≥2，ln［p］ x = ln( lnp－1 x) ．
定义3 若 β( x) ∈Λ，由( 1) 式定义的广义 L-S

变换所表示的整函数 F( s) 的 β级定义为

ρβ = lim
r→+∞

β( ln M( r，f) ) / r．

为证明本文定理，需要如下引理．
引理 1［12］ 若 β( x) ∈ Λ，则对任意常数 c ＞

0，有
lim
x→∞

β( cx) /β( x) = 1，lim
x→∞

β( c + x) /β( x) = 1．

引理2［11］ 若F( s) 为( 1) 式所表示的整函数，
则ε ＞ 0，有
m( r，F) / ( Ar) ≤ M( r，F) ≤ AeArm( ( 1 + 2ε) r，F) ，
其中 M( r，F) 、m( r，F) 由( 2) 式定义．
定理 1 若 F( s) 为( 1) 式所表示的整函数，则有
lim sup

r→+∞
β( ln M( r，F) ) / r = ρβ

lim sup
n→∞
( ln An ) / ( hωnβ( hωn ) ) =

－ ∞， ρβ = 0，

－ 1 /ρβ，0 ＜ ρβ ＜ + ∞，

0， ρβ = + ∞
{

．
证 先在 0 ＜ ρβ ＜ + ∞ 下证必要性．
若lim sup

r→+∞
β( ln M( r，F) ) / r = ρβ，则 ε ＞ 0，

r0 ＞ 0，当 r ＞ r0 时，β( ln M( r，F) ) ≤ ( ρβ + ε) r，
所以

M( r，F) ≤ exp( β －1 ( ( ρβ + ε) r) ) ．
由引理 2 可知，
m( r，F) ≤ ArM( r，F) ＜ Arexp( β－1( ( ρβ + ε) r) ) ，

则有

Anexp( hωnr) ≤ Arexp( β －1 ( ( ρβ + ε) r) ) ，即
ln An ≤ ln Ar + β －1 ( ( ρβ + ε) r) － hωnr．

令

rn = ( 1 / ( ρβ + ε) ) β( ( hωn － 1) / ( ρβ + ε) ) ，

取 r = rn 代入上式可得

ln An ≤ ln A
ρβ + ε

+ ln β hωn － 1
ρβ +( )ε

－
hωn

ρβ + εβ
·

hωn － 1
ρβ +( )ε

+
hωn － 1
ρβ + ε

和

ln An

hωnβ( hωn)
≤
ln (A/ ( ρβ + ε) )

hωnβ( hωn)
+
ln β( ( hωn －1) / ( ρβ + ε) )

hωnβ( hωn)
－

( hωn / ( ρβ + ε) ) β( ( hωn － 1) / ( ρβ + ε) )
hωnβ( hωn )

+

hωn － 1
( ρβ + ε) hωnβ( hωn )

，

由引理 1 可知当 n→ ∞ 时，有 β( ( hωn － 1) / ( ρβ +
ε) ) 与 β( hωn ) 是等价无穷大，因此由 ε 的任意性
可得

lim sup
n→∞
( ln An ) / ( hωnβ( hωn ) ) ≤－ 1 /ρβ ．

下证 上 面 不 等 式 的 小 于 号 不 成 立． 若
lim sup

n→∞
( ln An ) / ( hωnβ( hωn ) ) ＜ － 1 /ρβ，则 δ ∈

( 0，ρβ) ，使得 lim sup
n→∞
( ln An) / ( hωnβ( hωn) ) ＜ － 1 /

( ρβ － δ) ． 因此N ＞ 0，n ＞ N，有
An ＜ exp( － ( hωnβ( hωn ) / ( ρβ － δ) ) ) ．

r ＞ 0，ε ＞ 0，有
Ane

hωn( 1+2ε) r ＜ exp( － hωnβ( hωn ) / ( ρβ － δ) +
hωn ( 1 + 2ε) r) ≤ exp( max

x ＞ 0
( － xβ( x) / ( ρβ － δ) +

x( 1 +2ε) r) ) ．
令

h( x) = － xβ( x) / ( ρβ － δ) + x( 1 + 2ε) r，x ＞ 0，

则当 x0 = β －1 ( ( ρβ － δ) ( 1 + 2ε) r － o( 1) ) 时，hmax =
o( 1) β －1 ( ( ρβ － δ) ( 1 + 2ε) r － o( 1) ) / ( ρβ － δ) ，从
而有

Ane
hωn( 1+2ε) r ＜ exp( o( 1) β－1( ( ρβ － δ) ( 1 + 2ε) r －

o( 1) ) / ( ρβ － δ) ) ．
而由引理 2 可得

M( r，F) ≤ AeArm( ( 1 + 2ε) r，F) ＜ AeAr ·
exp( o( 1) β－1( ( ρβ － δ) ( 1 + 2ε) r － o( 1) ) / ( ρβ － δ) ) ．
又由于

lim
r→+∞

β( Ar + β －1 ( ( ρβ － δ) ( 1 + 2ε) r)
β( ( 1 + o( 1) ) β －1 ( ( ρβ － δ) ( 1 + 2ε) r) )

= 1，

由上式和引理 1 得
lim sup

r→+∞
β( ln M( r，F) ) / r = ρβ － δ ＜ ρβ ．

这与已知条件矛盾，故 lim sup
n→∞
( ln An ) / ( hωn ·

β( hωn ) ) = － 1 /ρβ ． 必要性得证． 类似地可证明充
分性．
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对 ρβ = 0和 ρβ = +∞ 的情形，证明可类似作出．

2 广义 L-S 变换所表示整函数的广
义型

定义 4［14］ 若 ρβ ∈ ( 0，+ ∞ ) ，设此时存在函
数 ρ( t) 在 t ≥ t0，t0 ＞ 0 上单调、连续可微且满足
lim
t→+∞

ρ( t) = ρβ，limt→+∞
ρ'( t) tln t = 0．记U( t) = tρ( t) ( t ＞

0) ，则称 U( t) 为 F( s) 的型函数，ρ( t) 为 F( s) 的精
确级． τ = lim sup

r→+∞
β( ln M( r，F) ) /U( er ) 称为 F( s)

的广义型．
注 3［14］ 令 x = U( t) ，t = W( x) ( t ＞ 0，x ＞

0) ，U( t) 和 W( x) 互为反函数，且下列式子成立
lim
t→+∞

U( kt) /U( t) = kρβ，lim
x→+∞

W( kx) /W( x) =

k1 /ρβ ( 0 ＜ k ＜ + ∞ ) ．
定理 2 若 F( s) 为( 1) 式所表示的整函数，则有

τ = lim sup
r→+∞

β( ln M( r，F) )
U( er )

= lim sup
n→∞

β( hωn)

eρβU( A－1 / ( hωn)
n )
，

其中 U( t) = tρ( t) ( t ＞ 0) 是 F( s) 的型函数．
证 分 2 步证明．
( i) 若 τ = lim sup

r→+∞
β( ln M( r，F) ) /U( er ) ，则

ε ＞ 0，r0 ＞ 0，当 r ＞ r0 时，有
M( r，F) ＜ exp( β －1 ( ( τ + ε) U( er ) ) ) ．
由引理 2 可得
An ＜ exp( β －1 ( ( τ + ε) U( er ) ) － hωnr + ln Ar) ，

从而有

A－1 / ( hωn)
n ＞ exp( － β －1 ( ( τ + ε) U( er ) ) / ( hωn ) +

r － ( ln Ar) / ( hωn ) ) ．
令 rn = ln( W( β( hωn ) / ( τ + ε) ) ) ，W为U的反函数，
则

W( β( hωn ) / ( τ + ε) ) = ern，
A－1 / ( hωn)
n ＞ exp( － 1 + ln( W( β( hωn) / ( τ + ε) ) ) －

( ln Arn ) / ( hωn ) ) ．
当 n 充分大时，由 lim

t→+∞
U( kt) /U( t) = kρβ，

lim
x→+∞

W( kx) /W( x) = k1 /ρβ ( 0 ＜ k ＜ + ∞ ) 可得

eρβU( A－1 / ( hωn)
n ) ＞ eρβU( exp( － 1 + ln( W( β( hωn) /

( τ + ε) ) ) － ( ln Arn ) / ( hωn ) ) ) ，

则

β( hωn ) / ( eρβU( A
－1 / ( hωn)
n ) ) ＜ τ + ε，

由 ε的任意性，有
lim sup

n→∞
β( hωn ) / ( eρU( A

－1 / ( hωn)
n ) ) ≤ τ．

( ii) 令 T = lim sup
n→∞

β( hωn ) / ( eρβU( A
－1 / ( hωn)
n ) ) ，

则ε ＞ 0，存在正整数 N，n ＞ N，有

An ＜ W－hωn ( β( hωn ) / ( eρβ ( T + ε) ) ) ，则
ln m( r，F) ＜ － hωn ln( W( β( hωn ) / ( eρβ ( T +

ε) ) ) ) + hωnr．
结合引理 2，有
ln M( r，F) ＜ ln A + Ar + hωn ( 1 + 2ε) r － hωn·

ln( W( β( hωn ) / ( eρβ ( T + ε) ) ) ) ，
对于每个 n，rn，满足下列方程

β －1 ( ( T + ε) U( e ( 1+2ε) rn ) ) + hωn ln( W( β( hωn ) /
( eρβ ( T + ε) ) ) ) = ( hωn ( 1 + 2ε) + A) rn，
所以

ln M( rn，F) ＜ ln A + β －1 ( ( T + ε) U( e ( 1+2ε) rn ) ) ，
则

β( ln M( rn，F) ) /U( e
( 1+2ε) rn ) ＜ T + ε，

由lim
n→∞

rn = + ∞ 和 ε的任意性，得

lim
r→+∞

β( ln M( r，F) ) /U( er ) ≤ T．

结合( i) ～ ( ii) ，定理 2 得证．

3 相关推论

若令 τ = 0，则 L为包含原点的正实半轴，序列
{ λn}

∞
n = 1  L为实序列且 h = 1，此时

F( s) = ∫
∞

0
e －sxdα( x) ． ( 4)

关于( 4) 式即Laplace-Stieltjes变换的增长性的
研究，目前通过研究最大模Mu ( σ，F) 和 μ( σ，F) 已
得到一系列结果［15-19］．当 h = 1时，( 2) 和( 3) 式变为

M( r，F) = sup
λ∈L， s = r ∫

λ

0
e －sxdα( x) ，m( r，F) =

max
1≤n ＜ +∞

Ane
rλn，

An = sup
λ∈Lλn+1－Lλn， s = r≠0 ∫

λ

λn
e ( －s－r) xdα( x) ．

由定理 1 和定理 2 得到下列推论．
推论 1 若 F( s) 为( 4) 式所表示的整函数，

则有

lim sup
r→+∞

β( ln M( r，F) ) / r = ρβ

lim sup
n→∞
( ln An) / ( λnβ( λn) ) =

－ ∞， ρβ = 0，

－ 1 /ρβ，0 ＜ ρβ ＜ + ∞，

0， ρβ = + ∞
{

．
推论 2 若 F( s) 为( 4) 式所表示的整函数，

则有

τ = lim sup
r→+∞

β( ln M( r，F) ) /U( er ) =

lim sup
n→∞

β( λn ) / ( eρβU( A
－1 /λn
n ) ) ，

其中 U( t) = tρ( t) ( t ＞ 0) 是 F( s) 的型函数．
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Generalized Laplace-Stieltjes Transforms

NING Juhong1，SONG Wenpei2，HUANG Wenping3

( 1． School of Mathematics and Statistics，Jiangxi Normal University，Nanchang Jiangxi 330022，China;
2． Suzhouwan Experimental Junior Middle School，Suzhou Jiangsu 215200，China;
3． Basic Department，Army Infantry College，Nanchang Jiangxi 330103，China)

Abstract: The growth of the entire function represented by the generalized Laplace-Stieltjes transform is studied in
this paper． Firstly，the definition of the maximum modulus and maximum term of the entire function is introduced．
Secondly，the equivalence relation between the β order，generalized type of the entire function represented by the
maximum modulus and maximum term and the β order，generalized type of the entire function represented by An、λn

is studied and obtained． Finally，the corresponding corollaries of the theorem are given． The β order and generalized
type of the entire function represented by Laplace-Stieltjes transform on the circumference are obtained．
Key words: entire functions; generalized Laplace-Stieltjes; maximum modulus; maximum term; β order; generalized
type
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