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摘要:通过定义 β-级，研究了在右半平面上收敛的慢增长 Laplace-Stieltjes变换的 β-级及下 β-级，得到右半

平面收敛的慢增长 Laplace-Stieltjes 变换的 β-级、下 β-级以及 β-正规增长的系数特征，推广了 Laplace-

Stieltjes变换及 Dirichlet级数的相关结果．
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0 引言

本文考虑如下的 Laplace-Stieltjes变换

F( s) = ∫
∞

0
e －sxdα( x) ( s = σ + it，σ，t∈ Ｒ) ，( 1)

其中 α( x) 是定义在［0，+ ∞ ) 上的实数值或复数值
函数，且在任何闭区间［0，X］( 0 ＜ X ＜ + ∞ ) 上有
界变差．

设序列{ λn} 满足

0 ＜ λ1 ＜ λ2 ＜ … ＜ λn↑ + ∞ ( 2)

及

lim
n→∞
( λn+1 － λn ) = h ＜ + ∞，lim

n→∞
n /λn = D ＜

+ ∞ ． ( 3)

对于 Laplace-Stieltjes变换( 1) ，余家荣［1］ 证明
了重要的 Valiron-Knopp-Bohr 公式． 而且，若序列
{ λn} 满足( 2) 和( 3) 式，则根据Valiron-Knopp-Bohr

公式可知，当变换( 1) 满足

lim
n→∞
( log A*

n ) /λn = 0 ( 4)

时，其中 A*
n = sup

λn ＜ x ＜ λn+1，t∈Ｒ ∫
x

λn
e － itydα( y) ，变换

( 1) 所确定的函数 F( s) 在右半平面 Ｒe s ≥ 0 上
解析．

设D0表示满足条件( 2) ～ ( 4) 的变换( 1) 所确

定的函数 F( s) 的全体．对 F( s) ∈ D0，记

Mu ( σ，F) = sup
0 ＜ x ＜ +∞，t∈Ｒ ∫

x

0
e － ( σ+ it) ydα( y) ，

μ( σ，F) = max
1 ＜ n ＜ +∞

A*
n e

－λnσ，

λN( σ) ≡ λN( σ，F) = max( λn : μ( σ，F) = A*
n e

－λnσ) ，

Mu ( σ，F) 、μ( σ，F) 、λN( σ) 分别被称为函数 F( s) 在
右半平面上的最大模、最大项和最大项中心指标．孔
荫莹［2］ 证明了 log μ( σ，F) 在 σ ＞ 0 内是非增凸
函数．
对于 F( s) ∈ D0，为了研究其增长性，孔荫莹

［2］

将其级 ρ和下级 λ定义为

ρ = lim
σ→0

log + log + Mu ( σ，F)
－ log σ

，

λ = lim
σ→0

log + log + Mu ( σ，F)
－ log σ

，

当 ρ = 0时称变换( 1) 为零级Laplace-Stieltjes变换．
对于零级 Laplace-Stieltjes变换，上述指标就不能很
好地刻画其增长性．为此，文献［3-4］通过定义对数
级和对数型，研究了零级 Laplace-Stieltjes变换的增
长性，并得到对数级及对数型的相关系数特征，文献

［5-6］在对数型的基础上进一步考虑了Laplace-
Stieltjes变换的 λ* -对数型和对数 p-型． 孔荫莹
等［7-8］ 研究了在全平面上解析和在半平面上解析的

慢增长 Laplace-Stieltjes 的广义级和广义型． 此外，
关于无穷级 Laplace-Stieltjes变换，文献［9］研究了
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其增长性及逼近问题，文献［10］讨论了无穷级
Laplace-Stieltjes变换的( p，q) -级，文献［11］讨论了
无穷级 Laplace-Stieltjes变换的 β-级． 文献［12-13］
研究了广义 Laplace-Stieltjes变换的相关增长性．文
献［9］和文献［6］还研究了有关 Laplace-Stieltjes变
换的逼近问题． 本文将利用文献［14-16］中关于慢
增长 Dirichlet级数的 β-级定义方法，定义右半平面
收敛的慢增长 Laplace-Stieltjes变换的 β-级和下 β-
级，得到其 β-级与下 β-级的系数特征，本文的结果
推广了 Dirichlet级数及文献［3-4］的相关结果．
用 Λ表示满足下列条件的函数 β( x) 的全体:
( I) β( x) 是定义在［a，+ ∞ ) 内的连续可微的

严格递增的正值函数，且当 x→ ∞ 时，β( x) → ∞ ;
( II) 对于所有的 c∈ ( 0，+ ∞ ) ，lim

x→+∞
β( cx) /

β( x) = 1．
对于 F( s) ∈ D0，记

ρ( β，F) = lim
σ→0 +

β( log + Mu ( σ，F) )
β( log( 1 /σ) )

，

λ( β，F) = lim
σ→0 +

β( log + Mu ( σ，F) )
β( log( 1 /σ) )

，

其中 β∈Λ，ρ( β，F) 和 λ( β，F) 分别被称为 F( s) 的
β-级和下 β-级．特别地，若令 β( x) = log x，则可得
到文献［3-4］的对数级．若 ρ( β，F) = λ( β，F) ，则称
F( s) ∈D0是 β-正规增长的; 若 ρ( β，F) ＞ λ( β，F) ，
则称 F( s) ∈ D0 是 β-非正规增长的．

1 主要引理

引理 1［2］ 设 F( s) ∈ D0，并且满足( 2) 式，则

ε∈ ( 0，1) 以及充分接近 0 的 σ( σ ＞ 0) ，有
μ( σ，F) /3≤Mu ( σ，F) ≤K( ε) μ( σ( 1 － ε) ，F) /σ，
其中 K( ε) 是仅与 ε相关的常数．
引理2 设F( s) ∈D0，且具有 β-级 ρ( β，F) ．记

G( x，c) = β －1 ( c( log x) ) ，其中 c ≥ 1，且满足下列
条件:

( i) 对所有 c ≥ 1，存在仅与 c 有关的常数
x0 ( c) ，使得对于 x ＞ x0 ( c) 有

dG( x，c) /dx≤ G( x，c) / x;
( ii) 对每一个 c ≥ 1，当 x →+ ∞ 时，G( x，c) /

x→ 0，则有
ρ( β，F) ≤ max( 1，θ) ，

其中 θ = lim
n→+∞

β( log + A*
n ) / ( β( log λn ) ) ．

证 由于 θ = + ∞ 是显然成立的，所以下面证
明当 0 ≤ θ ＜ + ∞ 时也成立．
( i) 当1≤ θ ＜ + ∞ 时，ε ＞ 0，n0 = n0 ( ε) ，

使得对 n ＞ n0 有

log A*
n ≤ G( λn，θ) ，θ = θ + ε． ( 5)

x ＞ 0，n∈ N，λn ≤ x≤ λn+1，使得

∫
x

0
e － ( σ+ it) ydα( y) = ∑

n－1

k = 1
∫
λk+1

λk
e － ( σ+ it) ydα( y) +

∫
x

λn
e － ( σ+ it) ydα( y) ．

记 Ik ( x，it) = ∫
x

λk
e － itydα( y) ( λk ≤ x ≤ λk+1 ) ，

t∈Ｒ，有
Ik ( x，it) ≤ A*

k ≤ μ( σ，F) eλkσ ( σ ＞ 0) ．

因此对于 x∈［λn，λn+1］以及 σ ＞ 0，有

∫
x

0
e － ( σ+ it) ydα( y) = ∑

n－1

k = 1
( e －λk+1σIk ( λk+1，it) －

∫
λk+1

λk
Ik ( y，it) de

－σy ) + e－xσIn( x，it) － ∫
x

λn
In( y，it) de

－σy ．

由( 5) 式，有

∫
x

0
e － ( σ+ it) ydα( y) ≤ ∑

∞

n = 1
A*

n e
－λnσ = P( n0 ) +

∑
∞

n = n0+1
exp( G( λn，θ) － σλn ) ， ( 6)

其中前 n0 项和是有界的．
对每个 σ( σ ＞ 0) ，定义自然数 n( σ) 满足

λn( σ) ≤ 2G( 2 /σ，2θ) /σ ＜ λn( σ) +1，

对于充分接近0的σ( σ ＞ 0) ，则有 n( σ) ＞ n0 ．故由
( 6) 式得

Mμ ( σ，F) ≤ P( n0 ) + ∑
n( σ)

n = n0+1
exp( G( λn，θ) －

σλn ) + ∑
∞

n = n( σ) +1
exp( G( λn，θ) － σλn ) ≤ P( n0 ) +

n( σ) exp( G( λn，θ) ) + ∑
∞

n = n( σ) +1
exp( G( λn，θ) －

σλn ) ． ( 7)
所以，对于充分接近 0 的 σ( σ ＞ 0) 及所有 n ＞
n( σ) ，由 β( x) ∈ Λ，则有

G( λn，θ) /λn ≤ G( λn( σ) +1，θ) /λn( σ) +1 ≤

G( 2G( 2 /σ，2θ) /σ，θ) / ( 2G( 2 /σ，2θ) /σ) ≤ σ /2．

又由( 3) 式，对上述给定的 ε ＞ 0，n = n( ε) ，

对所有的n ＞ n有n ＜ D + ε．故对充分接近0的σ( σ ＞
0) ，有
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∑
∞

n = n( σ) +1
exp( G( λn，θ) － σλn ) ＜ ∑

∞

n = n( σ) +1
exp( － σλn /

2) ＜ ∑
∞

n = n( σ) +1
exp( － σn / ( 2( D + ε) ) ) ≤∑

∞

n =0
exp( － σn /

( 2( D + ε) ) ) = 1 / ( 1 － exp( － σ / ( 2( D + ε) ) ) ) ～
2( D + ε) /σ．
利用( 7) 式及 n( σ) 的定义，有

Mu ( σ，F) ≤ P( n0 ) + n( σ) exp( G( λn( σ) ，θ) ·
( 4( D + ε) ) /σ．
故对充分接近 0 的 σ( σ ＞ 0) ，有

log Mu ( σ，F) ≤ log n( σ) + G( λn( σ) ，θ) +
log ( 2 /σ) +O( 1) ≤ log ( D + ε) + log λn( σ) +

G( λn( σ) ，θ) + log ( 2 /σ) + O( 1) ≤ log( 2 /σ) +

log G( 2 /σ，2θ) + G( 2G( 2 /σ，2θ) /σ，θ) + log( 2 /σ) +

O( 1) ≤ 4log( 2 /σ) + G( ( 2 /σ) 2，θ) ≤ 5log( 2 /σ) ．

由上述不等式容易得到 ρ( β，F) ≤ θ = θ + ε．由 ε的
任意性，有

ρ( β，F) ≤ θ = lim
n→+∞

β( log + A*
n ) / ( β( log λn ) ) ．

( ii) 当 θ ＜ 1 时，在上面分析中取 θ = 1 可知
ρ( β，F) ≤ 1．
综合( i) 和( ii) ，可知引理 2 是成立的．
注 1 称满足引理2条件( i) 和( ii) 的函数 β∈

Λ为容许函数，例如 logp x就是一个容许函数，其中
p∈N，log1 x = log x，logp x = log( logp－1 x) ．
由引理 1 及 β( x) ∈ Λ，容易得到
引理3 设 F( s) ∈D0，且具有 β-级 ρ( β，F) 及

下 β-级 λ( β，F) ．设 β( x) 是容许函数，若 ρ( β，F) ＞
1，则有

ρ( β，F) = lim
σ→0 +

β( log + μ( σ，F) ) / ( β( log( 1 /σ) ) ) ，

而且，若 λ( β，F) ＞ 1，则有
λ( β，F) = lim

σ→0 +

β( log + μ( σ，F) ) / ( β( log( 1 /σ) ) ) ．

注 2 引理 3 是文献［4］定理 3． 2 的推广．

2 主要结果

定理 1 设 F( s) ∈ D0 且具有 β-级 ρ( β，F) ，

ρ( β，F) ＞ 1，且 β( x) 是容许函数，则有
ρ( β，F) = max( 1，θ) ，

其中 θ的定义同引理 2．
证 先证明 ρ( β，F) ≥ max( 1，θ) ． 由于 ρ( β，

F) = + ∞ 显然是成立的，下面假定 ρ( β，F) ＜ + ∞ ．
由 β-级 ρ( β，F) 的定义，ε ＞ 0，σ0 = σ0 ( ε) ＞
0，对于 0 ＜ σ ＜ σ0 有

log + Mu ( σk，F) ＜ β －1 ( ρβ( log( 1 /σ) ) ) ，

其中 ρ = ρ( β，F) + ε．由引理 1，则对于 0 ＜ σ ＜ σ0

及所有 n，有

β －1 ( ρβ( log( 1 /σ) ) ) ＞ ( log + A*
n － σλn ) /3．

在上式中取 σ = 1 /λn，则有

β －1 ( ρβ( log( 1 /σ) ) ) + 3 ＞ log + A*
n /3．

由上式和 β( x) ∈ Λ容易得到

ρ( β，F) + ε = ρ≥ lim
n→+∞

β( log + A*
n ) / ( β( log λn ) ) ．

由 ε的任意性及引理 2 可得定理 1 成立．
注 3 定理 1 是文献［4］中定理 3． 1 的推广．
定理 2 设 F( s) ∈ D0，且具有下 β-级 λ( β，

F) ，则对任意递增序列{ nk} 有

λ( β，F) ≥ lim
k→+∞

β( log + A*
nk ) / ( β( log λnk+1 ) ) ．

证 记 S = lim
k→+∞

β( log + A*
nk ) / ( β( log λnk+1 ) ) ，

显然 0 ≤ S≤+ ∞ ．先假定 0 ＜ S ＜ + ∞，则ε ＞
0( ε ＜ S) ，k0 = k0 ( ε) ，对于所有的 k ＞ k0 有

log + A*
nk ≥ G( λnk+1，S) ，

其中 S = S － ε，G( x，c) = β －1 ( cβ( x) ) ． 取 σk =
1 /λnk，对 σk+1 ≤ σ≤ σk，由引理 1 有

3( log + Mu ( σ，F) ) ≥ log + μ( σ，F) ≥ log A*
nk －

σλnk ≥ G( λnk+1，S) － σkλnk ≥ G( 1 /σk，S) － 1 ≥

G( 1 /σ，S) － 1．
由上述不等式和 β( x) ∈ Λ可得

λ( β，F) ≥ S = S － ε．
由 ε的任意性，则有

λ( β，F) ≥ S． ( 8)
当 S = 0 时，( 8) 式是显然成立的．当 S = + ∞

时，由上面的讨论可知 λ( β，F) = + ∞ ．这样就证明
了定理 2．
注 4 定理 2 是文献［4］中定理 3． 4 的推广．
由定理 1 和定理 2 可得如下定理．
定理3 设 F( s) ∈D0，具有 β-级 ρ( β，F) 及下

β-级 λ( β，F) ，β( x) 是容许函数且满足
( i) β( log λn ) ～ β( log λn+1 ) ( n→+ ∞ ) ;
( ii) lim

n→∞
β( log + A*

n ) / ( β( log λn ) ) = θ0 ( 1 ＜

θ0 ＜ + ∞ ) 存在，
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则 F( s) 是 β-正规增长的，且 ρ( β，F) = λ( β，F) = θ0 ．
定理 4 设 F( s) ∈ D0，具有下 β-级 λ( β，F) ，

λ( β，F) ＞ 1，β( x) 是容许函数且满足
( i) 对所有 c，1 ＜ c ＜ + ∞，有

x2dG( x，c) /dx→+ ∞ ( x→+ ∞ ) ;
( ii) 对于充分大的 n( n ＞ n0) ，φ( n) = ( log A*

n －
log A*

n+1 ) / ( λn+1 － λn ) 是关于 n的非减函数，则
λ( β，F) ≤ lim

n→∞
β( log + A*

n ) / ( β( log λn ) ) ．

证 由条件( ii) 及 λ( β，F) ＞ 1 可知，有无穷
个 n满足 φ( n) ＞ φ( n － 1) ，而且显然有 φ( n) →
0( n→+ ∞ ) ．由于当 φ( n) ＞ φ( n － 1) 时，A*

n e
－λnσ

就是最大项，所以对于 φ( n) ＞ － σ≥ φ( n － 1) ，有
μ( σ，F) = A*

n e
－λnσ ．

先假定 1 ＜ λ( β，F) ＜ + ∞，则由引理 3，
ε ＞ 0，σ1 = σ1 ( ε) ，对于所有的0 ＜ σ ＜ σ1，有

β( log + μ( σ，F) ) ≥ G( 1 /σ，λ) ，

其中 λ = λ( β，F) － ε．
设 A*

n1 e
－λn1σ 和 A*

n2 e
－λn2σ ( n1 ＞ n0，φ( n1 － 1) ＞

－ σ1 ) 是 2个连续的最大项，且满足 n1 ≤ n2 － 1，则
对所有满足 φ( n2 ) ≥－ σ≥ φ( n2 － 1) 的 σ，有

log A*
n2 － λn2σ≥ G( 1 /σ，λ) ．

设 n∈［n1，n2 － 1］，则显然有 φ( n1 ) = φ( n1 +
1) = … = φ( n) = … = φ( n2 － 1) ，且对 － σ =

φ( n) ，有 A*
n e

－λnσ = A*
n2 e

－λn2σ ．所以

log A*
n + λnφ( n) ≥ G( － 1 / ( φ( n) ) ，λ) ，

即

log A*
n ≥ G( － 1 / ( φ( n) ) ，λ) － λnφ( n) ． ( 9)

考虑函数 H( x) = λn / x + G( x，λ) ，则

H'( x) = － λn / x
2 + dG( x，λ) /dx，

由于 β( x) 是容许函数，则对 x ＞ x1 = x1 ( λ) 有G( x，

λ) ＜ x，且对 x ＞ x2 = x2 ( λ) 有 dG( x，λ) /dx ＜

G( x，λ) / x．取 x3 = max( x1，x2 ) ，则对于 n ＞ n3 =
n3 ( x3 ) 有

H'( x3 ) = － λn / x
2
3 + dG( x，λ) /dx x = x3

≤

－ λn / x
2
3 +G( x3，λ) / x3 ＜ 0．
另一方面，由条件( i) 可知，对充分大的 x，

H'( x) ＞ 0．因此，存在一点 x* ( n) 使得
min

x3 ＜ x ＜ +∞
H( x) = H( x* ( n) ) ( n ＞ n3 ) ，

则 λn / ( x
* ( n) 2 ) = dG( x，λ) /dx x = x* ( n) ，即

λn ≤ x* ( n) G( x* ( n) ，λ) ≤ x* ( n) 2 ． ( 10)

由( 9) ～ ( 10) 式及 x* ( n) 的定义，有

log + A*
n ≥ λn / ( x

* ( n) 2 ) + G( x* ( n) ，λ) ≥

G( λ槡 n，λ) ．
再由 β( x) ∈ Λ，容易得到

λ( β，F) ≤ lim
n→∞

β( log + A*
n ) / ( β( log λn ) ) ． ( 11)

若 λ( β，F) = + ∞，则从上面讨论可知( 11) 式
也是成立的．这样就证明了定理 4．
结合定理 2 和定理 4，有
定理 5 设 F( s) ∈ D0，具有下 β-级 λ( β，F) ，

λ( β，F) ＞ 1，β( x) 是容许函数且满足
( i) 对所有 c，1 ＜ c ＜ +∞，有 x2dG( x，c) / dx→

+ ∞ ( x→+ ∞ ) ;
( ii) 对充分大的 n( n ＞ n0 ) ，φ( n) = ( log A*

n －

log A*
n+1 ) / ( λn+1 － λn ) 是关于 n的非减函数;
( iii) β( log λn ) ～ β( log λn+1 ) ( n→+ ∞ ) ，

其中 G( x，c) = β －1 ( cβ( log x) ) ，则
λ( β，F) = lim

n→∞
β( log + A*

n ) / ( β( log λn ) ) ．

定理 6 设 F( s) ∈ D0，具有下 β-级 λ( β，F) ，
λ( β，F) ≥1，β( x) 是容许函数且满足定理4中条件
( i) ，而且 β( log λnj ) ～ β( log λnj+1 ) ( j→+ ∞ ) ，其中

{ nj}
∞
j = 1 是最大项中心指标 λN( σ) 的下标子列，则

λ( β，F) = max( 1，max
{ nj}
( lim

j→+∞
β( log + A*

nj ) /

( β( log λnj+1 ) ) ． ( 12)

证 首先假设 λ( β，F) = 1，由定理 2 可知
( 12) 式是成立的． 然后假设 λ( β，F) ＞ 1． 取
{ nj}

∞
j = 1，使得{ λnj}

∞
j = 1 是最大项中心指标，则由文献

［2］知
φ( nj ) = ( log A*

nj － log A*
nj+1 ) / ( λnj+1 － λnj )

是关于 j的非减函数．由定理 5，有
λ( β，F) = lim

j→+∞
β( log + A*

nj ) / ( β( log λnj ) ) ． ( 13)

另由定理 2，有

λ( β，F) ≥ max
{ nj}

lim
j→+∞

β( log + A*
nj )

β( log λnj+1
( )) ． ( 14)

由( 13) ～ ( 14) 式可知定理 6 成立．
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The β-Order and Lower β-Order of
Laplace-Stieltjes Transform of Slow Growth

LU Wanchun，CHEN Nannan
( College of Engineering and Management，Pingxiang University，Pingxiang Jiangxi 337055，China)

Abstract: The β-order and lower β-order of analytic functions defined by zero order Laplace-Stieltjes transformation
converging in right plane are studied． The characterizations of β-order，lower β-order and regular β-order of analytic
functions of slow growth are obtained，which improve several previous results and extends some results of Dirichlet
series．
Key words: Laplace-Stieltjes transform; zero order; β-order; lower β-order
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