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2 维 Gross-Pitaevskii方程的分裂高阶紧致差分格式
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摘要:该文为带有旋转角动量的 Gross-Pitaevskii 方程构造了分裂高阶紧致差分格式．首先通过时间分裂
将其分为线性方程和非线性方程，非线性方程可以通过质量守恒定律进行精确求解，线性方程通过高阶

紧致格式和局部 1 维方法进行离散，最终得到的格式时间方向 2 阶收敛和空间方向 4 阶收敛，并保持质
量守恒．最后用数值算例验证了格式的收敛阶以及质量守恒性．
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0 引言

20 世纪 20 年代，萨特延德拉·纳特·玻色和
阿尔伯特·爱因斯坦预言了一种新的物态即 Bose-
Einstein condensate( BEC) 的存在，直到 1995 年，人
们才在碱金属原子稀薄气体中真正获得了
BEC［1-2］，Bose-Einstein碱原子与氢的缩合反应已在
实验室中进行了广泛研究，使人们对宏观量子世界
有了新的认识．在温度 T远小于临界冷凝温度 TC =
－ 273． 15 ℃的情况下，根据平均场理论，旋转框架
下的 BEC 可以用带有旋转效应的 Gross-Pitaevskii
( GP) 方程来模拟，具体形式如下:

iηψ( x，t) /t = ( － η2 2 / ( 2m) + Vd ( x) +

NU0 | ψ | 2
－ ΩLz ) ψ( x，t) ，x Ｒ2，t ＞ 0，

其中 m为原子的质量，η为普朗克常数，N为凝聚态
中的原子数，Vd ( x) 是与外部势阱相对应的一个实
值函数，Ω是旋转激光束的角速度，U0 表现为旋转
BEC中粒子之间的相互作用，Lz 是角动量在 z 轴方
向上的分量，其定义为 Lz = － i( xy － yx) ．
为了方便起见，将上述 GP 方程做无量纲化处

理，得到如下无量纲形式 2 维 GP方程
itψ = ( － 2 /2 + V( x) + β | ψ | 2

－ ΩLz ) ψ，x∈
U Ｒ2，t ＞ 0， ( 1)
其中 β 为无量纲实数，x = ( x，y) ，V( x) = ( r2x x

2 +
r2y y

2 ) /2，rx、ry 为频率常数．
在本文中，考虑齐次 Dirichlet边界条件

ψ( x，t) = 0，x∈ U，t≥ 0， ( 2)
同时给出初值

ψ( x，0) = ψ0 ( x) ，x∈ U， ( 3)
通过计算，初边值问题( 1) ～ ( 3) 保持质量守恒

Q( ψ(·，t) ) = ∫U | ψ( x，t) | 2dx≡ Q( ψ(·，0) ) =

Q0，t≥ 0
和能量守恒

E( ψ(·，t) ) = ∫U ( | ψ | 2
/2 + V( x) | ψ | 2

+

β | ψ | 4
/2 － Ω ψLzψ) dx≡ E0，t≥ 0，

其中 f表示函数 f的共轭．
在过去十几年中，一些学者对无旋 GP方程( Ω =

0) 进行了研究，构造了一些数值方法． 如 Bao
Weizhu等［3］ 构造了 4 阶时间分裂正弦或傅里叶的
拟谱方法． 符芳芳等［4］ 构造了其辛格式，因为是全
隐格式从而计算效率不高．对于计算无旋 BEC 问题
的动力学行为，他们能够较为准确地模拟且非常有

效．对于带旋的 GP方程，由于旋转角动量显式含有
空间变量，导致在数值求解时存在一些困难． Wang
Lan等［5］ 讨论了其保持能量结构特征的保能量式，
但是这种数值方法计算效率不高，难以用于求解大

区域细网格上较为准确的数值解． 分裂步方法的基
本思想是把原问题分解成若干个更容易求解的子问

题，通过适当的组合方式，得到原问题的近似问题．
通过近似问题来得到原问题的近似解［6-7］． 同时，为
了提高空间方向的离散精度，又不增加太大的计算
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复杂度，充分利用节点信息，高阶紧致方法比通常有

限差分法能够更精确、更高效地模拟微分方程，对于
具有一定光滑性的问题，经常采用高阶紧致

方法［8-11］．
为此，本文将对带有旋转效应的 GP 方程构造

出一种时间分裂高阶紧致差分格式，在时间上运用

分裂方法［3，12］ 把复杂问题分解成由线性方程和非

线性方程组成的更为简单的问题． 对于非线性方程
可以精确求解，不存在离散误差，而对于线性问题使

用局部 1 维法以及高阶紧致格式进行求解［2，8，11］．该
数值格式在时间方向上达到 2 阶精度，在空间方向
上达到 4 阶精度，并保持质量守恒且无条件稳定．

1 高阶紧致格式

首先回顾1阶导数 f 'j =
d
dx f( x)

x = xj

高阶紧致方

法的构造． 对于 1 阶导数，假设有离散形式［5，10］:
αf 'j－1 +f 'j + αf 'j+1 = a( fj+1 － fj－1 ) / ( 2h) ，其中 α、a为待
定系数．将以上各点的导数值或者函数值在 xj 处泰

勒展开，并根据误差阶合并同类项，得到系数满足的

线性代数方程组 a = 1 + 2α，a = 6α，解得 α = 1 /4，
a = 3 /2．则 1 阶导数的 4 阶格式能够整理为
( f 'j－1 + 4f 'j + f 'j+1 ) /6 = ( fj+1 － fj－1 ) / ( 2h) ，

因此 1 阶导数在齐次边界条件下的逼近能用矩阵表
示为 Af ' = Bf，其中

A = 1
6

4 1
1 4 1
  

1 4 1













1 4

，

B = 1
2h

0 1
－ 1 0 1

  
－ 1 0 1

－













1 0

．

同理，2 阶导数 f ″j = d2

dx2
f( x)

x = xj

能够离散［11］

为 βf 'j－1 + f 'j + βf 'j+1 = b( fj+1 － 2fj + fj－1 ) /h
2，其中 β、b

为待定系数．通过泰勒展开舍去高阶项得到系数关
系满足的方程组 b = 1 + 2β，b = 12β，解得 β = 1 /10，
b = 6 /5．因此，2 阶导数的 4 阶格式能够写成
( f ″j－1 + 10f ″j + f ″j+1 ) /12 = ( fj+1 － 2fj + fj－1 ) /h

2，

则 2 阶导数在齐次边界条件下的逼近能用矩阵表示
为 Cf ″ = Df，其中

C = 1
12

10 1
1 10 1
  

1 10 1













1 10

，

D = 1
h2

－ 2 1
1 － 2 1
  

1 － 2 1
1 －













2

．

引理 1［5］ 设 A、C、D是同阶循环矩阵，则他们
满足以下性质:
( i) CD = DC且 A－1、C－1和 CD也为循环矩阵;
( ii) 对于 A、C、D 存在唯一对称正定矩阵 Ｒ1、

Ｒ2、Ｒ3 使得 A = Ｒ2
1，C = Ｒ2

2，D = Ｒ2
3 ．

2 分裂高阶紧致格式

本节将采用时间分裂技巧、局部 1 维方法、高阶
紧致格式等数值方法为 2 维 GP 方程构造出一个时
间方向 2 阶精度、空间方向 4 阶精度且无条件稳定
的数值格式．为此，首先对时空区域［xL，xＲ］×［yL，
yＲ］×［0，T］进行网格剖分，并给出本文常用的定义
及符号，用网格［xj，xj+1］×［yk，yk+1］×［tn，tn+1］将
区域进行剖分，将 x方向分成 J等份，y方向分成K等
份，时间方向分成 N 等份，hx = ( xＲ － xL ) / J，hy =
( yＲ － yL ) /K，τ = T /N，则 xj = xL + jhx，yk = yL + khy，
tn = nτ，j = 0，1，2，…，J，k = 0，1，2，…，K，t = 0，1，
2，…，N; 用 Ψn

jk = ψ( xj，yk，tn ) 和 ψn
jk ≈ ψ( xj，yk，tn )

分别表示方程的精确解和数值解．为了表述方便，本
文采用以下差分符号:

δxψ
n
j，k = ( ψn

j+1，k － ψn
j，k ) /hx，δxψ

n
j，k = ( ψn

j，k －
ψn

j－1，k ) /hx，δyψ
n
j，k = ( ψn

j，k+1 － ψn
j，k ) /hy，δyψ

n
j，k = ( ψn

j，k －
ψn

j，k－1) /hy，δ
2
xψ

n
j，k = δxδxψ

n
j，k，δ

2
yψ

n
j，k = δyδyψ

n
j，k，δ2xψ

n
j，k =

( ψn
j+1，k － ψn

j－1，k ) / ( 2hx ) ，δ2yψ
n
j，k = ( ψn

j，k+1 － ψn
j，k－1 ) /

( 2hy ) ．
为构造 2维 GP方程的分裂步高阶紧致格式，首

先将方程( 1) 分裂为如下形式:
iψt = － ( ψxx + ψyy ) /2， ( 4)
iψt = iΩ( xy － yx) ψ， ( 5)

iψt = V( x) ψ + β | ψ | 2
ψ． ( 6)

对于分裂后的子问题( 6) 满足点点的质量守恒
律，即x，t，

| ψ( x，t) | 2
= | ψ( x，tn ) | 2

．

事实上，在子问题( 6) 的两边同乘以 ψ得

iψtψ( x，t) = V( x) | ψ( x，t) | 2
+ β | ψ( x，t) | 4

．

006 江西师范大学学报( 自然科学版) 2020 年



对上式两端取虚部得 d | ψ( x，t) | 2
/dt = 0．

将其代入( 6) 式中有
itψ( x，t) = ( V( x) + β | ψ( x，tn ) | 2

) ψ( x，t) ． ( 7)

再对( 7) 式从 tn 到 tn+1 上积分可得
ψ( x，tn+1 ) = e － iτ( V( x) +β ψ( x，tn) 2) ψ( x，tn ) ．

即得出了非线性子问题( 6) 的精确解．
对分裂后的 GP方程( 4) ～ ( 6) 通过 Strang 组

合为时间 2 阶精度的格式，再运用局部 1 维法和高
阶紧致法离散为

i
ψ( 1)jk － ψn

jk

τ
= － 1

4 C－1
xx δ

2
x
ψ( 1)jk + ψn

jk

2 ，

i
ψ( 2)jk － ψ( 1)jk

τ
= － 1

4 C－1
yy δ

2
y
ψ( 2)jk + ψ( 1)jk

2
{ ，

( 8)

ψ( 3)jk － ψ( 2)jk
τ

= Ω
2 xjA

－1
2y δ2y

ψ( 3)jk + ψ( 2)jk
2 ，

ψ( 4)jk － ψ( 3)jk
τ

= － Ω
2 ykA

－1
2x δ2x

ψ( 4)jk + ψ( 3)jk
2

{ ，

( 9)

ψ( 5)jk = ψ( 4)jk e － iτ( V( xj，yk) +β ψ( 4)jk
2) ， ( 10)

ψ( 6)jk － ψ( 5)jk
τ

= Ω
2 xjA

－1
2y δ2y

ψ( 6)jk + ψ( 5)jk
2 ，

ψ( 7)jk － ψ( 6)jk
τ

= － Ω
2 ykA

－1
2x δ2x

ψ( 7)jk + ψ( 6)jk
2

{ ，

( 11)

i
ψ( 8)jk － ψ( 7)jk

τ
= － 1

4 C－1
xx δ

2
x
ψ( 8)jk + ψ( 7)jk

2 ，

i
ψ( n+1)jk － ψ( 8)jk

τ
= － 1

4 C－1
yy δ

2
y
ψn+1

jk + ψ( 8)jk
2

{ ．
( 12)

因此对于分裂高阶紧致差分格式( 8) ～ ( 12) ，
在每个时间步上仅需求解一些线性方程组，易知此
格式在空间方向上具有 4 阶收敛精度，在时间方向
上具有 2 阶收敛精度． 在实际计算中比其他进行非
线性迭代的方法成本更低，下面给出离散形式下的
质量守恒．
引理 2［6］ 对于任意的正整数 p( ≥ 1) 以及序

列{ ak}
p
k = 0，{ bk}

p
k = 0 有

∑
p

k = 1
akδxbk = apbp － a1b0 －∑

p－1

k = 1
δxakbk，

特别地当a0 = ap，b0 = bp时有∑
p

k =1
akδxbk = －∑

p－1

k =0
δxakbk．

定理1 定义‖ψn‖ = hxhy∑
J－1

j = 1
∑
K－1

k = 1
| ψn

jk |槡
2
，

则分裂高阶紧致差分格式( 8) ～ ( 12) 满足离散的
质量守恒，即‖ψn+1‖ = ‖ψn‖ = … = ‖ψ0‖．
证 将( 8) 式中的第 1 式与 ψ( 1) + ψn 做内积
i
τ
〈ψ( 1) － ψn，ψ( 1) + ψn〉= － 1

8〈C
－1
xx δ

2
x ( ψ
( 1) +

ψn ) ，ψ( 1) + ψn〉， ( 13)
根据引理 1 和引理 2 得

〈C－1
xx δ

2
x ( ψ
( 1) + ψn) ，ψ( 1) + ψn〉= －〈Ｒ2δx ( ψ

( 1) +
ψn ) ，Ｒ2δx ( ψ

( 1) + ψn ) 〉，
此式为实数．从而对( 13) 式两边取虚部有‖ψ( 1)‖ =
‖ψn‖．
将( 9) 式中的第 1 式与 ψ( 3) + ψ( 2) 作内积
1
τ
〈ψ( 3) － ψ( 2) ，ψ( 3) + ψ( 2)〉= Ω

4〈xA
－1
2y δ2y ( ψ

( 3) +

ψ( 2) ) ，ψ( 3) + ψ( 2)〉， ( 14)
根据引理 1 和引理 2，得
〈A－1

2y δ2y ( ψ
( 3) + ψ( 2) ) ，ψ( 3) + ψ( 2)〉=

－〈Ｒ1 ( ψ
( 3) + ψ( 2) ) ，Ｒ1δ2y ( ψ

( 3) + ψ( 2) ) 〉，
则对( 14) 式两边取实部有‖ψ( 3)‖ = ‖ψ( 2)‖．
对于 ( 10) 式，两边取范数显然 ‖ψ( 5)‖ =

‖ψ( 4)‖．同理可证，‖ψ( 2)‖ = ‖ψ( 1)‖，‖ψ( 4)‖ =
‖ψ( 3)‖，‖ψ( 6)‖ = ‖ψ( 5)‖，‖ψ( 7)‖ = ‖ψ( 6)‖，
‖ψ( 8)‖ = ‖ψ( 7)‖，‖ψn+1‖ = ‖ψ( 8)‖．
因此有‖ψn+1‖ = ‖ψn‖．定理 1 得证．

3 数值实验

本节主要通过数值实验来检验所构造出的时间
分裂高阶紧致格式的有效性，并且给出一些数值结
果，通过表格及生成的图像直观地展示格式的收敛
阶及离散的质量守恒等．
取 U =［－ 8，8］×［－ 8，8］，在方程( 1) 中取势

函数 V( x) = ( x2 + y2 ) /2，β = 10，取初值 ψ0 ( x) =

2( x + iy) e － ( x2+y2) / 槡π ．
由于方程的复杂性，因此不能给出其精确解的

解析表达式．为便于分析比较，取非常精细的网格和
较小的时间步长，如 hx = hy = 1 /64，τ = 0． 001，本
文构造的分裂高阶紧致格式( 8) ～ ( 12) 计算得到
的数值解作为“精确解”． 令 e( h，τ) 表示在网格长
度 h和时间步长 τ下误差的无穷范数‖en‖∞ ．格式
的收敛阶用如下公式进行计算:

o1 =
ln( e( h1，τ) / e( h2，τ) )

ln( h1 /h2)
，o2 =

ln( e( h，τ1) / e( h，τ2) )
ln( τ1 /τ2)

．

下面考察分裂高阶紧致格式( 8) ～ ( 12) 时间
和空间方向的误差和收敛阶． 为了计算空间方向的
收敛阶，选取不同的空间步长 h，并固定足够小的时
间步长 τ = 0． 001 来得出相对于空间离散产生的误
差，由时间离散产生的误差可以忽略不计． 同理，为
了计算时间方向的收敛阶，选取不同的时间步长 τ，
并选取足够小的空间步长 hx = hy = 1 /64来得出相对
于时间离散产生的误差，由空间离散产生的误差可以
忽略不计．以上计算都取时间 t = 0．5．由表1 ～ 表2可
以看出，分裂高阶紧致格式( 8) ～ ( 12) 在时间方向上
具有 2阶收敛速度，在空间方向上具有 4阶收敛速度．
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表 1 当 τ = 0． 001 时，空间方向的收敛速度和误差

Ω h
2 范数

‖en‖2 o1
无穷范数

‖en‖∞ o1

0

1 /4 5． 613 9 × 10 －3 1． 417 5 × 10 －3

1 /8 3． 330 7 × 10 －4 4． 075 8． 480 8 × 10 －5 4． 063
1 /16 2． 025 7 × 10 －5 4． 039 5． 117 1 × 10 －6 4． 051
1 /32 1． 184 7 × 10 －6 4． 096 2． 993 2 × 10 －7 4． 096

0． 1

1 /4 5． 572 1 × 10 －3 1． 408 6 × 10 －3

1 /8 3． 309 0 × 10 －4 4． 074 8． 422 2 × 10 －5 4． 064
1 /16 2． 012 9 × 10 －5 4． 039 5． 086 2 × 10 －6 4． 050
1 /32 1． 177 2 × 10 －6 4． 096 2． 975 5 × 10 －7 4． 095

表 2 当 hx = hy = 1 /64 时，时间方向的收敛速度和误差

Ω τ
2 范数

‖en‖2 o2
无穷范数

‖en‖∞ o2

0

1 /32 1． 658 8 × 10 －3 4． 126 4 × 10 －4

1 /64 4． 137 9 × 10 －4 2． 003 1． 006 4 × 10 －4 2． 040
1 /128 1． 021 2 × 10 －4 2． 019 2． 469 9 × 10 －5 2． 027
1 /256 2． 425 1 × 10 －5 2． 074 5． 857 0 × 10 －6 2． 076

0． 1

1 /32 1． 659 8 × 10 －3 4． 143 2 × 10 －4

1 /64 4． 419 4 × 10 －4 2． 000 1． 013 5 × 10 －4 2． 030
1 /128 1． 031 9 × 10 －4 2． 008 2． 503 9 × 10 －5 2． 017
1 /256 2． 506 6 × 10 －5 2． 041 6． 007 2 × 10 －6 2． 059

下面讨论 2 维 GP方程( 1) 所描述的 Gaussian
脉冲随时间的演化关系，同时考虑格式对质量的保
持情况．用分裂高阶紧致格式( 8) ～ ( 12) 在 hx = hy =

1 /32，τ = 0． 01下模拟此问题．数值解在t = 0、5、10、
15、20、25 时的波形图如图 1 所示． 图 2 描述了质量
的误差随时间的演化关系．

图 1 数值解 | ψn
jk | 在不同时刻下的波形
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图 2 离散质量的误差随时间的演化关系
由图 1 可以观察到 Gaussian脉冲的波形和振幅

随时间呈周期性变化，而由图 2 可以看出格式保持
系统的质量不变．

4 结论

对于带有旋转角动量作用的 GP 方程，为克服
高维、非线性在数值模拟中带来的困难和不足，采用
分裂技术，把原问题分解成若干个易于计算的局部
1 维的子问题和可以精确求解的子问题． 为提高计
算效率采用高精度且计算复杂度较低的高阶紧致方
法对空间导数进行离散． 通过理论推导可知这样构
造的数值格式能够保持原问题的质量守恒，使得数
值计算更加稳定高效． 数值实验表明所构造的数值
格式具有高精度高效率的优点，同时能够在较长时
间内模拟原问题所描述的物理现象． 本文所构造的
数值方法可以直接扩展到其他类型微分方程的数值
求解，如 3 维 GP方程、多维 Maxwell方程等．
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The Splitting High-Order Compact Difference Scheme for
Two-Dimensional Gross-Pitaevskii Equation

HE Zengjia1，KONG Linghua1* ，FU Fangfang2
( 1． School of Mathematics and Statistics，Jiangxi Normal University，Nanchang Jiangxi 330022，China;

2． Department of Fundamental Education，Nanchang Institute of Science and Technology，Nanchang Jiangxi 330108，China)

Abstract: The splitting high-order compact difference scheme for the Gross-Pitaevskii equation with angular momen-
tum rotation term is constructed． Firstly，the equation is divided into linear equations and nonlinear equations by
time splitting method． Secondly，the nonlinear equations can be accurately solved by the conservation law of mass，
and the linear equation is discretized by a high-order compact scheme and a local one-dimensional method． The re-
sulting scheme converges second-order in time and fourth-order in space while maintaining mass conservation． Final-
ly，numerical experiments verify the convergence orders and mass conservation of the scheme．
Key words: Gross-Pitaevskii equation; rotating effect; splitting method; high-order compact scheme; mass conserva-
tion law ( 责任编辑:曾剑锋)
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