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摘要:该文考虑了服从 FGM copula的实值重尾随机游动．在边缘分布满足一定条件下，利用局部重尾分
布理论和 FGM copula的有关性质研究了部分和的尾分布局部渐近性质，进而将在该相依结构下重尾随
机游动的局部 Max-Sum等价成立的范围由正实数推广到全体实数情形．该结果在风险理论中具有一定
的应用价值．
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0 引言

众所周知，在金融保险、排队论、复杂网络等领
域中存在着大量的“二八”现象，而重尾分布是刻画
这类现象的主要工具． 称分布 F 是重尾分布，若

a ＞0，有∫
∞

－∞
ea x F( dx) = ∞ ．进一步地，S． Asmussen

等［1］系统地提出了局部重尾分布族的概念，用于刻

画重尾分布的局部渐近性质．随后，有一些学者对其
展开了后续研究［2-5］．
为了记号的简便，本文约定，除非特殊说明，文

中的极限均指 x→ ∞ 的情形．对任意 2 个正实值函
数 α( x) 和 β( x) ，lim sup α( x) /β( x) ＜ ∞ 记 α( x) =
O( β( x) ) ; lim α( x) /β( x) = 0记α( x) = o( β( x) ) ;
lim sup α( x) /β( x) ≤1记α( x) β( x) ; lim inf α( x) /
β( x) ≥ 1 记 α( x) β( x) ; lim α( x) /β( x) = 1 记
α( x) ～ β( x) ．对任意分布 F，其正部和负部分别记
为F+ ( x) = F( x) 1{ x ＞0} 和F

－ ( x) =F( x) 1{ x≤0} +1{ x ＞0} ．
F2* 表示分布 F与自身的 2重卷积，进一步地，F* G
表示分布F与分布G的2重卷积．T( 0 ＜ T≤∞ ) ，
记 x + ΔT = ( x，x + T］，F( x + ΔT) = F( x + T) －F( x)
表示 F的局部分布．接下来给出局部长尾分布族和
局部次指数分布族的定义．
定义 1 称支撑在 Ｒ 上的分布 F 是局部长尾

的，记作F∈ LΔT ( 0 ＜ T≤∞ ) ，若F( x + ΔT ) 最终为

正，且t∈ Ｒ，有 F( x + t + ΔT ) ～ F( x + ΔT ) ．
定义 2 称支撑在 Ｒ+ 上的分布 F 是局部次指

数的，记作 F ∈ SΔT ( 0 ＜ T ≤ ∞ ) ，若 F ∈ LΔT，且

F 2* ( x +ΔT ) ～ 2F( x + ΔT ) ．进一步地，称支撑在 Ｒ
上的分布 F是局部次指数的，若 F+∈ SΔT ．
事实上，由定义1可知，若F∈ LΔT，则F( log x +

ΔT ) 是慢变函数，由此可知，t ＞ 0，F( x + s +

ΔT ) ～ F( x + ΔT ) 关于 | s |≤ t一致成立，即

lim sup
s ≤t

F( x + s + ΔT ) /F( x + ΔT ) － 1 = 0．

另外，关于实数轴上局部次指数分布族的定义

不止一种，本文采用的定义 2 源自文献［3-4］，有关
这几种定义相互关系的讨论参见文献［5］．
“二八”现象在数学上的表述为Max-Sum等价，
即考虑 n个实值随机变量X1，X2，…，Xn，相应的边缘

分布分别为 F1，F2，…，Fn，其部分和与最大值分别

用 Sn = ∑
n

i = 1
Xi 和 X ( n) = max

1≤i≤n
Xi 表示; 若对某个 T

( 0 ＜ T ＜ ∞ ( 或 T = ∞ ) ) 有 P( Sn ∈ x + ΔT ) ～
P( X ( n) ∈ x + ΔT ) 成立，则称该随机游动具有局部

( 或整体) Max-Sum等价性．自 P． Embrechts等［6］提
出整体 Max-Sum等价的概念以来，众多学者致力于
研究在独立不同分布或相依情形下部分和的整体尾

渐近性，并讨论使得 Max-Sum 等价成立的充分
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条件［7-13］．
近年来，由于在应用概率论诸多领域中，局部渐

近性有着广泛应用，并且重尾分布的局部性质不能

通过其尾分布的性质来刻画．因此，有部分学者对此
展开了相应的研究． 目前该方向的研究文献相对于
整体情形要少很多，主要有 S． Asmussen等［1］、刘希
军等［14］、江涛等［15］，其中刘希军等［14］ 讨论了实数
轴上独立不同分布卷积的局部渐近性; 江涛等［15］进

一步考虑了非负随机变量序列的相依结构服从
Farlie-Gumbel-Morgenstern( FGM) copula 的情形，
在适当的局部次指数分布条件下，得到了局部
Max-Sum等价式． 众所周知，FGM copula 是刻画随
机变量相依关系的一种重要结构，其表达式为

C( u1，u2，…，un ) = ∏
n

i = 1
ui ( 1 + ∑

1≤l ＜ j≤n
αlj ( 1 －

ul ) ( 1 － uj ) ) ，ui ∈［0，1］，1 ≤ i≤ n， ( 1)
其中相依系数 αlj ( 1 ≤ l ＜ j ≤ n) 的取值范围为

［－ 1，1］，且 ∑
1≤l ＜ j≤n

αlj ≤ 1． 关于该 copula 相关性

质和应用的进一步讨论参见文献［16-17］．
在此基础上，本文假设边缘分布满足一定条件，

利用局部重尾分布和 FGM copula的相关性质，将江
涛等［15］的结果推广到全体实数情形，该结果可以用

来讨论风险理论中破产概率的局部渐近性质，并且

证明技巧可以用于更广的 copula 结构中． 本文主要
结果如下:

定理 1 设实值随机变量 X1，X2，…，Xn 服从形

如( 1) 式的 FGM copula，相应的边缘分布 F1，F2，…，
Fn ∈LΔT，且Fi* Fj∈ SΔT，1≤ i ＜ j≤ n，0 ＜ T ＜∞ ．
若下列条件之一成立:

( i) i( 1 ≤ i≤ n) ，F－
i 是轻尾的，即 a( 0 ＜

a ＜∞ ) ，使得∫
0

－∞
e －axF －

i ( dx) ＜ ∞ ;

( ii) i( 1≤ i≤ n) ，Fi 的局部分布是几乎单调

下降的，即x，y，0 ＜ x ＜ y，ci ＞ 0，使得
Fi ( y +ΔT ) ≤ ciFi ( x + ΔT ) ，

则有 P( Sn ∈ x + ΔT ) ～ P(∑
n

i = 1
Yi ∈ x + ΔT ) ，这里

Yi = Xi 或 X+
i ，其中 X+

i = max{ x，0} ，i = 1，2，…，n．
应该指出的是，在定理 1 的条件( ii) 中的几乎

单调下降性最早由 N． H． Bingham等［18］ 引入，并且
常见的局部次指数分布都满足该性质，有关该性质

的深入讨论可参见文献［5］．
结合定理 1 以及江涛等［15］ 的结论，有如下

推论:

推论 1 在定理 1的条件下，进一步有 P( Sn ∈

x + ΔT ) ～ P( X ( n) ∈ x + ΔT ) ～ ∑
n

i = 1
F+

i ( x + ΔT ) ．

1 引理

在证明主要结论之前，先给出一些必要的引理．
引理1［14］ 若对于某个T( 0 ＜ T≤∞ ) ，有F∈

LΔT，则 HΔT ( F) = { h: h( x) ↑∞，h( x) = o( x) ，

F( x +t + ΔT ) ～ F( x + ΔT ) 对所有 | t |≤ h( x) 一致

成立} ≠ ． 若 h1 ∈ HΔT ( F) ，h2 ( x) ≤ h1 ( x) ，且
h2 ( x) ↑∞，则 h2 ∈ HΔT ( F) ． 因此，n ≥ 1，若 F1，

F2，…，Fn ∈ LΔT，则∩
n

i = 1
HΔT ( Fi ) ≠．

引理2［15］ 若非负随机变量X1，X2，…，Xn服从

形如( 1) 式的 FGM copula，且xi ≥ 0，1 ≤ i≤ n，
有 Fi ( xi + ΔT ) ＞ 0，则xi ∈ Ｒ，有

P( Xi ∈ xi + ΔT Xj = xj，1≤ j≠ i≤ n) = Fi ( xi +
ΔT ) ( 1 + αi ( xi，xj ) /βi ( xl，xj ) ) ，

其中 αi ( xi，xj ) = ∑
1≤j≠i≤n

αij ( 1 － Fi ( xi + Ti ) －

Fi ( xi ) ) ( 1 － 2Fj ( xj ) ) ，βi ( xl，xj ) = ∑
1≤l≠i ＜ j≠i≤n

αlj ( 1 －

2Fl ( xl ) ) ( 1 － 2Fj ( xj ) ) + 1．
引理3［15］ 若非负随机变量X1，X2，…，Xn服从

形如( 1) 式的 FGM copula，其边缘分布分别为 F1，

F2，…，Fn ∈ LΔT，且 Fi* Fj ∈ SΔT，1≤ i ＜ j≤ n，则有

P( Sn∈x +ΔT，∩
n

i =1
{ Xi ＞ h( x) } ) = o(∑

n

i =1
Fi ( x +ΔT) ) ．

2 定理 1 的证明

为证明定理 1 的结论成立，只需证明
P( Sn ∈ x + ΔT ) ～ P( Sn－1 + X+

n ∈ x + ΔT ) ． ( 2)
对( 2) 式的证明将分为 2 步:
第 1 步证明
P( Sn ∈ x + ΔT ) － P( Sn－1 + X+

n ∈ x + ΔT ) ～

o(∑
n－1

i = 1
F( x + ΔT ) ) ; ( 3)

第 2 步证明

P( Sn ∈ x + ΔT ) ∑
n－1

i = 1
Fi ( x + ΔT ) ． ( 4)

首先证明第1步．记 Ak = { 在 X1，X2，…，Xn－1中

恰有 k项为正} ，Bm = { 在 k项为正中恰有m项大于
h( x) } ，1 ≤ k ≤ n － 1，1 ≤ m ≤ k，其中 h ∈

∩
n

i = 1
HΔT ( Fi ) ，则( 3) 式左边可分解为
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∑
n－1

k =1
∑

k

m =1
( P( Sn∈x + ΔT，AkBm，Xn≤0) － P( Sn－1∈

x + ΔT，AkBm，Xn ≤ 0) ) ．
不失一般性，只需证明在前 k项为正，前 m项大

于 h( x) 的情形下( 3) 式成立，即 k，m，1 ≤ k ≤
n － 1，1 ≤ m≤ k，有

Ikm = Ikm1 － Ikm2 = P( Sn ∈ x + ΔT，∩
m

i = 1
{ Xi ＞

h( x) } ，∩
k

r = m+1
{ 0 ＜ Xr ≤ h( x) } ，∩

n

j = k+1
{ Xj ≤ 0} ) －

P( Sn－1 ∈ x + ΔT，∩
m

i = 1
{ Xi ＞ h( x) } ，∩

k

r = m+1
{ 0 ＜ Xr≤

h( x) } ，∩
n

j = k+1
{ Xj ≤ 0} ) = o(∑

n－1

i = 1
Fi ( x + ΔT ) ) ( 5)

成立即可．相应地，记 Ikm、Ikm1和 Ikm2的被积函数分别

为 I
～

km、I
～

km1 和 I
～

km2 ．
当 k = m = 1时，对 X2，X3，…，Xn 同时取条件，

得 I11 = ∫
( －∞，0］n－1

( I
～

111 － I
～

112 ) P( ∩
n

j = 2
Xj∈ dxj ) ．记 vi =

x － ∑
1≤j≠i≤n

xj，ui = x － ∑
1≤j≠i≤n－1

xj，由引理2和F1∈ LΔT

可知，有 I
～

111 － I
～

112 = F1 ( v1 + ΔT ) ( 1 + α1 ( v1，
xj ) /β1 ( xl，xj ) ) － F1 ( u1 + ΔT ) ( 1 + α1 ( v1，xj ) /β1 ( xl，

xj ) ) = o( F1 ( x + ΔT ) ) ．

下面只需验证 I
～

11 /F1 ( x + ΔT ) 满足控制收敛定

理即可．由绝对值不等式可知

I
～

11 = I
～

111 － I
～

112 ≤ I
～

111 + I
～

112 ．

不失一般性，只考虑 I
～

111 /F1 ( x + ΔT ) 满足控制收敛

定理即可． 显然，若 α1j = 0，2 ≤ j ≤ n，则 α1 ( v1，
xj ) /β1 ( xl，xj ) = 0． 若 α1j 不全为 0，从而有 1 －

∑
2≤l ＜ j≤n

αlj ＞ 0，且 Fi ( xi ) ∈［0，1］，1 ≤ i≤ n，则

α1 ( v1，xj ) ≤ ∑
n

j = 2
α1j ＜ 1，

由绝对值不等式可知，

1 － ∑
2≤l ＜ j≤n

αlj ≤ β1 ( xl，xj ) ≤ 1 + ∑
2≤l ＜ j≤n

αlj ，

则有

( 1 + α1 ( v1，xj ) /β1 ( xl，xj ) ＜ + ∞ ． ( 6)
若条件( i) 满足，则

F1 ( v1 + ΔT ) /F1 ( x + ΔT ) = exp( － a∑
n

j = 2
xj ) ·

exp( － a( x －∑
n

j =2
xj) ) F1( x －∑

n

j =2
xj + ΔT) / ( exp( － ax)·

F1 ( x + ΔT ) ) ≤ sup
v1≥x
( e x p ( － a v1 ) F1 ( v1 + ΔT ) ) /

( exp( － ax) F1( x + ΔT) ) exp( － a∑
n

j =2
xj ) ～ exp( － a·

∑
n

j =2
xj ) ，其中最后一步用到了文献［18］的定理 1．5．3，

即对于支撑在Ｒ上的分布函数F，若对某个T( 0 ＜ T ＜
∞ ) ，有 F∈ LΔT，则a，0 ＜ a ＜ ∞，当y≥ x时，都
有 sup( exp( － ay) F( y + ΔT) ) ～ exp( － ax) F( x + ΔT) ．
进一步有

∫
( －∞，0］n－1

exp( － a∑
n

j = 2
xj ) P( ∩

n

j = 2
{ Xj ∈ dxj} ) =

∫
( －∞，0］n－1

exp( － a∑
n

j =2
xj ) d∏

n

j =2
Fj ( xj ) ( 1 + ∑

2≤i ＜ l≤n
αil ( 1 －

Fi ( xi ) ) ( 1 － Fl ( xl ) ) ) = ∫
( －∞，0］n－1

exp( － a∑
n

j = 2
xj ) ·

d∏
n

j =2
Fj( xj) + ∑

2≤i ＜l≤n
αil∫
( －∞，0］n－1

exp( － a∑
n

j =2
xj) d∏

n

j =2
Fj( xj) －

2 ∑
2≤i ＜ l≤n

αil∫
( －∞，0］n－1

exp( － a∑
n

j =2
xj ) ( Fi ( xi ) + Fl ( xl ) ) ·

d∏
n

j = 2
Fj ( xj ) + 4 ∑

2≤i ＜ l≤n
αil∫
( －∞，0］n－1

exp( － a∑
n

j = 2
xj ) ·

Fi ( xi ) Fl ( xl ) d∏
n

j =2
Fj ( xj ) = O( ∫

( －∞，0］n－1
exp( － a·

∑
n

j =2
xj )∏

n

j =2
Fj ( dxj ) ) = O(∏

n

j =2
∫
( －∞，0］n－1

exp( － axj )·

Fj ( dxj ) ) ＜ ∞ ． ( 7)
若条件( ii) 满足，类似可得
F1( v1 + ΔT) /F1( x + ΔT) ≤ c1 ． ( 8)
由( 6) ～ ( 8) 式可知，在条件( i) 或条件( ii) 下，

I
～

111 /F1( x + ΔT) 满足控制收敛定理．于是当 k = m = 1
时，( 5) 式成立．由于在 2种条件下的讨论大同小异，因
此在之后的讨论中，本文只给出在条件( i) 情形下的证
明．
当 2≤ k≤ n － 1，m = 1时，有

Ik1 = ∫
( 0，h( x) ］k－1×( －∞，0］n－k

( I
～

k11 － I
～

k12) P(∩
n

j =2
{ Xj ∈ dxj} ) ．

由 F1 ∈ LΔT 可得 I
～

k1 = o( F1 ( x + ΔT ) ) ． 与当 k =

m = 1时的讨论类似，下面只需验证 I
～

k11 /F1 ( x + ΔT )

满足控制收敛定理即可．由引理 1 可知，ε ＞ 0 和
xk+1，xk+2，…，xn ＜ 0，x0 ＞ 0，使得当 x ＞ x0 时，

有 F1( x －∑
k

r =2
xr －∑

n

j = k+1
xj + ΔT) ≤ ( 1 + ε) F1( x + ΔT －

∑
n

j = k+1
xj ) 对所有 x2，x3，…，xk ∈［0，h( x) ］均成立．进

而，再由条件( i) 可知，对于充分大的 x，有
F1 ( v1 + ΔT )
F1 ( x + ΔT )

( 1 + ε) exp( － a∑
n

j = k+1
xj ) ． ( 9)
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结合( 6) 、( 7) 和( 9) 式可知 I
～

k11 /F1 ( x + ΔT ) 满足控

制收敛定理．则当 2 ≤ k≤ n － 1，m = 1 时，( 5) 式
成立．
当 2 ≤ k = m ≤ n － 1 时，只需证明 Ikkt =

o(∑
n－1

i = 1
Fi ( x + ΔT ) ) ，t = 1，2． 不失一般性，只考虑

t = 1 的情形． 记 A( x，k) = ( h( x) ，∞ ) k × ( － ∞，
0］n－k－1，则

Ikk1 = P( Sn∈x + ΔT，∩
k

i =1
{ Xi ＞ h( x) } ，∩

n

j = k+1
{ Xj≤

0} ) = ∫A( x，k) Fk+1 ( vk+1 + ΔT ) ( 1 + αk+1 ( vk+1，xj ) /

βk+1 ( xl，xj ) ) P( ∩
1≤j≠k+1≤n
{ Xj ∈ dxj} ) = O( P( Sk +

X*
k+1 +∑

n

j = k+2
Xj∈ x + ΔT ) ，∩

k

i = 1
{ Xi ＞ h( x) } ，X*

k+1≤0，

∩
n

j = k+2
{ Xj ≤ 0} ) ，

其中 X*
k+1 是 Xk+1 的独立拷贝，且与其余所有的 Xi相

互独立． 同理取 Xk+2，Xk+3，…，Xn 的独立拷贝 X*
k+2，

X*
k+3，…，X

*
n ，且与 X1，X2，…，Xn 相互独立．再依次对

Xk+2，Xk+3，…，Xn 取条件，得

Ikk1 = O( P( Sk + ∑
n

j = k+1
X*

j ∈ x + ΔT ) ，∩
k

i = 1
{ Xi ＞

h( x) } ，∩
n

j = k+1
{ X*

j ≤ 0} ) = O( ∫
( －∞，0］n－k

P( Sk ∈ x －

∑
n

j = k+1
xj + ΔT，∩

k

i = 1
{ Xi ＞ h( x) } )∏

n

j = k+1
Fj ( dxj ) ) ．

由引理 3 可知，ε ＞ 0，x0 ＞ 0，x ＞ x0 和
xj ≤0，k + 1 ≤ j≤ n，有

P( Sk ∈ x － ∑
n

j = k+1
xj + ΔT，∩

k

i = 1
{ Xi ＞ h( x) } ) ≤

ε∑
k

i = 1
Fi ( x － ∑

n

j = k+1
xj + ΔT ) ．

于是有

Ikk1 /∑
k

i = 1
Fi ( x + ΔT ) ≤ ∫

( －∞，0］n－k
( ε∑

k

i = 1
Fi ( x －

∑
n

j = k+1
xj + ΔT ) /∑

k

i = 1
Fi ( x + ΔT ) )∏

n

j = k+1
Fj ( dxj )

ε∫
( －∞，0］n－k

exp( － a∑
n

j = k+1
xj )∏

n

j = k+1
Fj ( dxj ) ，

从而有 Ikk1 = o(∑
k

i = 1
Fi ( x + ΔT ) ) 成立． 于是当 2 ≤

k = m≤ n － 1 时，( 5) 式成立．
当 2≤ k≤ n － 1，2≤ m ＜ k时，类似上一种情

形的讨论可知，有

Ikm1 = O( ∫
( 0，h( x) ］k－m× ( －∞，0］n－k

P( Sm∈ x －∑
n

j = m+1
xj +

ΔT，∩
m

i = 1
{ Xi ＞ h( x) } ) ∏

n

j = m+1
Fj ( dxj ) ) ．

利用在 2 ≤ k = m≤ n － 1 和 2 ≤ k ≤ n － 1，

m = 1 中的证明方法，有 Ikm1 = o(∑
m

i = 1
Fi ( x + ΔT ) ) ．

于是在该情形下，( 5) 式也成立．
接下来证明第 2 步． 记 B( x，n) = ［－ h( x) ，

h( x) ］n－1，当 x充分大时，有

P( Sn ∈ x + ΔT ) ≥ P( Sn ∈ x + ΔT，∪
n

i = 1
{ Xi ＞

h( x) ，Xj ≤h( x) ，1≤ j≠ i≤n} ) = ∫B( x，n)∑
n

i =1
Fi ( x +

ΔT － ∑
1≤j≠i≤n

xj Xj = xj，1≤ j≠ i≤ n) P( ∩
1≤j≠i≤n
{ Xj∈

dxj} ) = ∫B( x，n)∑
n

i =1
Fi ( vi + ΔT) ( 1 + αi ( vi，xj) /βi ( xl，xj) ) ．

P( ∩
1≤j≠i≤n
{ Xj ∈ dxj} ) ～ ∑

n

i = 1
Fi ( x + ΔT ) ·

∫
( －∞，∞ ) n－1
( 1 + αi ( xj ) /βi ( xl，xj ) ) P( ∩

1≤j≠i≤n
{ Xj ∈

dxj} ) ， ( 10)

其中αi ( xj ) = ∑
1≤j≠i≤n

αij ( 1 － 2Fj ( xj ) ) ．显然，若αij =

0，1≤ j≠ i≤ n，则有( 4) 式成立．下面假设 αij不全

为 0，1 ≤ j≠ i≤ n，注意到 Fj ( Xj ) ～ U( 0，1) ，于是

∫
∞

－∞
Fj ( xj ) Fj ( dxj ) = 1 － E( Fj ( Xj ) ) = 1 /2，

再结合( 6) 式可得

∫
( －∞，∞ ) n－1
( 1 + αi ( xj ) /βi ( xl，xj ) ) P( ∩

1≤j≠i≤n
{ Xj ∈

dxj} ) = 1． ( 11)
由( 10) ～ ( 11) 式得( 4) 式成立．定理 1 得证．
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The Local Max-Sum Equivalence of Ｒeal Valued Ｒandom Walks with
Heavy-Tailed Increments Following FGM Copula

LIU Fuxiang，GONG Chan，CUI Sheng*

( College of Science，China Three Gorges University，Yichang Hubei 443002，China)

Abstract: The random walks with heavy-tailed increments following FGM copula are considered in this paper． Using
a few of properties of local heavy-tailed distributions and FGM copula，the local asymptotics for the tail probabilities
of partial sums are established under some mild conditions． Then，the local max-sum equivalence is generalized to
the real value case and it has some values of application in risk theory．
Key words: local heavy-tailed distribution; FGM copula; local max-sum equivalence
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