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摘要:利用 Mathematica软件研究了相对论重离子对撞中末态带电强子赝快度分布谱，并与大型强子对撞
机( LHC) 上 2． 76 TeV及 5． 02 TeV铅-铅( Pb + Pb) 对撞实验数据进行拟合，编写数值算法程序抽取了最
中心碰撞流体演化纵向膨胀加速度参数．为了研究纵向加速度效应及流体黏滞效应对夸克胶子等离子早
期能量密度估计的影响，依据 Bjorken能量密度估计模型，讨论了考虑黏滞效应修正的能量密度估计模
型，发现黏滞效应会使对碰撞早期的能量密度估计增大．
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0 引言

Mathematica软件作为一款由美国Wolfram生产
的数学分析软件，可以对众多数理问题进行解析及

数值计算，其界面友好、使用简单，在计算机科学、数
学、物理过程仿真等方面得到了广泛应用［1-2］． 根据
武汉-布达佩斯( Wuhan-Budapest) 流体力学课题组
得到的黏滞流体力学微扰近似解析解［3-6］，利用

Mathematica 软件，结合粒子分布布达-隆德( Buda-
Lund) 模型［7］编写了重离子末态赝快度谱分布; 将
模型与大型强子对撞机 ( Large Hadron Collider，
LHC) 上的赝快度实验结果进行比较，利用理论和程

序相结合的方法较好地描述了 S槡 NN = 2． 76 TeV铅-

铅( Pb + Pb) 对撞［8］、 S槡 NN =5． 02 TeV 铅-铅对撞［9］和

S槡 NN =5． 44 TeV 氙-氙( Xe + Xe ) 对撞［10］最中心
( Centrality为 0% ～ 5% ) 对撞带电轻强子赝快度分
布( dN /dηs ) 实验结果; 随后，编写程序将理论与实

验进行对比，抽取出铅-铅及氙-氙对撞的纵向加速
度参数 λ* ; 最后，基于比约肯( Bjorken) 能量密度估
算模型［11］，利用 Mathematica 软件分析黏滞效应对
重离子对撞早期能量密度估计的修正，讨论了重离

子对撞早期 τ0 时刻能量密度 ε0 对流体黏滞的依赖．

1 流体力学理论分析

1． 1 流体力学解析解及带电强子赝快度分布

下面简单介绍了武汉-布达佩斯( Wuhan-Buda-
pest) 流体力学合作组得到的相对论流体力学理
论［5，12-13］，其基本公式及推导参见文献［5，12-13］．
考虑一个化学势为零( μi = 0) 的膨胀系统，度规

为 gμv = diag( 1，－ 1，－ 1，－ 1) ，此时，流体力学连续
性方程及能动量守恒方程为

μ ( nu
μ ) = 0，μT

μv = 0，
其中 n 为守恒电荷，T μv为能量动量张量．在朗道框
架( Landau Frame) 下，存在黏滞项的能量动量张量
T μv可以表示为

T μv = εuμuv － PΔμv +Π μv，

其中 uμ 为流的速度场，满足归一化条件 uμu
μ = 1，ε

为能量密度，P 为压强，黏滞张量 Π μv = πμv － ΔμvΠ，
其中 Π为体积黏滞，πμv为剪切黏滞张量．投影算符
Δμv = gμv －Πuμuv 且满足 Δμvuμ = 0．在上述守恒方程
中，能量密度 ε及压强 P通过状态方程( Equation of
State，EoS) 联系，写作 ε = κP，其中 κ 为温度的函
数，为了方便起见，这里设 κ为一常数．
基于热力学第二定律，可知纳维 -斯托克斯近

似( Navier-Stokes Approximation) 下，体积黏滞及剪
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切黏滞满足以下线性关系［14-15］:

Π = － ζθ，πμv = 2ησμv，

其中 ζ为体积黏度，η为剪切黏度，且这 2 个系数均
为正数．为了不引起歧义，在本文中，剪切黏度为 η，
时空快度为 ηs，粒子末态赝快度为 ηp ．
在伦德勒坐标系( Ｒindler coordinate) 中，通过

求解能动量守恒方程，可得到包含剪切黏滞效应及
体积黏滞效应的流体力学微扰解( 详细推导见文献
［5］) ．扰动解的表达式为

T( τ，ηs ) = T0 ( τ0 /τ)
( 1+λ* ) /κ ( exp( － λ* ( 1 －

1 /κ) η2
s /2) + Ｒ－1

0 ( 2λ
* + exp( － λ* ( 1 － 1 /κ) η2

s /2) －
( 2λ* + 1) ( τ0 /τ)

( κ－λ* －1) /κ ) / ( κ － 1) ， ( 1)
其中 T0是在固有时刻为 τ0时的温度大小，固有时为

τ = t2 － r槡 2，时空快度 ηs = 0． 5ln( ( 1 + r / t) / ( 1 －
r / t) ) ，r为空间坐标，λ* 为一无量纲的纵向加速度参
数，Ｒ0 = d / ( T0τ0) 为雷诺数， d = ( ζ / s + 4η / ( 3s) )
是黏滞率，s为系统的熵密度． T( τ，ηs ) 是一个简单
的( 1 + 3) 维时空的( 1 + 1) 维标度解，考虑了纵向
加速度效应以及黏滞效应的共同作用． 此解析解与
多个解析解的结果相吻合，当 λ* = 0且 Ｒ－1

0 = 0时，
解与 Hwa-Bjorken 解析解一致［11］; 当 λ* = 0 且
Ｒ－1

0 ≠0时，得到 1阶黏滞的 Bjorken解［13］; 当 λ* ≠
0且 Ｒ－1

0 = 0时，得到一个与 CNC解析解中案例( c)
一致的解析解．此外，此解析解还表明，当存在纵向
加速膨胀行为时，系统的整体冷却速率大于 Bjorken
的匀速膨胀情况; 但是，体积黏滞和剪切黏滞的存在
会使得系统冷却速率小于理想流体情况．
根据以上解析解及 Cooper-Frye冷却公式，计算

得到一个末态强子得赝快度分布谱［3，5］ 为

dN/dηp = N0∫
∞

－∞
dηs∫

∞

0
dpT 1 － m2 / ( m2

Tcosh
2 y槡 ) mTpT·

cosh( ( λ* + 1) ηs － y) exp( －
mT

T( τ，ηs )
cosh( ( λ* +

1) ηs － y) ) ( τfcosh
( 1－λ* ) /λ* ( λ* ηs ) + 1 + λ*

T3 ( τ，ηs )
·

( η3s ( p
2
T － 2m2

Tsinh
2 ( ( λ* + 1) ηs － y) ) + ζ

5s ( p
2
T +

m2
Tsinh

2 ( ( λ* + 1) ηs － y) ) ) ) ，

其中 N0 为归一化常数，mT = p2T + m槡 2 为横质量，
pT 为横动量，m为轻强子平均质量，y 为末态强子快
度，快度 y及赝快度 ηp 满足 Jacobian关系．

1． 2 含黏滞初态能量密度估计模型

下面介绍在纵向膨胀流体力学框架下推导得出
的含黏滞效应初态能量密度估计模型．
在文献［11］中，给出初始能量密度估计唯象公

式为

εBj = 1
S⊥ τ0

d〈E〉
dηp

= 〈E〉
S⊥ τ0

dN
dηp y = y0

，

其中 S⊥为中心快度的横向碰撞平面，τ0为夸克胶子
等离子体在形成时的固有时，在 Bjorken 估计中通
常设 τ0 = 1 fm /c，但是 τ0的确切值仍然是一个有待
研究的问题． 对于核-核对心碰撞，横平面为 S⊥ =
πＲ2，Ｒ为原子核半径，Ｒ与核内核子数有关，通常写
作 Ｒ = 1． 18A1 /3 fm，碰撞系统的体积微元为 dV =
( Ｒ2π) τdηs，所包含的能量微元写作 dE =〈mT〉dN，
其中〈mT〉来自 π ±、K± 及质子 p± ( 反质子) 的平均
横动量．
对于理想流体，CNC 模型将纵向膨胀流体的快

度漂移及体积变化考虑进来，给出一个考虑纵向膨
胀作用的初态能量密度唯象公式［16］ 为

εCNC = εBj
dy
dηf

s

dηf
s

dηi
s
= εBj ( 2λ － 1) ( τf /τ0 ) λ

－1，

其中上标 i和 j分别表示初始状态和最终状态流体
元的空间快度，y为在冻出( Freeze-out) 时强子的快
度，λ = λ* + 1．
受到 CNC模型对于初态能量密度修正方式的

启发［12，17］，对于状态方程发生改变的纵向膨胀流
体，文献［12］考虑了压强非均匀膨胀的影响． 根据
流体力学解析解，可知末态及初态的压强比为( λ －
1) ( 1 － c2s ) ，其中 cs为声速．修正后的 CNC能量密度
唯象公式为

εcorr
CNC = εBj ( 2λ － 1) ( τf /τ0 ) λ

－1 ( τf /τ0 )
( λ－1) ( 1－c2s ) ．

对于含黏滞流体，由于剪切黏滞及体积黏滞会
影响压强演化( ( 1) 式) ，导致能量会向横向及纵向
的流元进行沉积，最终使得能量产生损失( 或所谓
的耗散) ． 因此，若同时考虑加速度和黏性效应，则
能量密度估计可做如下假设
εviscous
CNC = εBj ( 2λ － 1) ( τf /τ0 ) λ

－1 ( τf /τ0 )
( λ－1) ( 1－c2s )·

( 1 + ( 2λ － 1) Ｒ－1
0 ( 1 － ( τ0 /τf )

( κ－λ) /κ) / ( κ － 1) ) κ+1． ( 2)
观察( 2) 式的形式可以发现: ( i) 当 λ→1且黏

滞系数比η /s = ζ /s = 0时，( 2) 式回归到Bjorken能
量密度估计模型; ( ii) 当λ ＞ 1且黏滞系数比 η /s =
ζ /s = 0 时，( 2) 式回归到 CNC能量密度估计模型;
( iii) 当 λ ＞ 1，黏滞系数比 η /s = ζ /s = 0且状态方
程为任意情形时，( 2) 式回归到修正后的 CNC 能量
密度估计模型．

2 利用Mathematica软件进行理论 -
实验综合分析

利用 Mathematica 软件，首先对纵向流体力学
末态谱和 LHC实验数据进行对比，抽取出铅 -铅及
氙 -氙最中心对撞的纵向加速度参数; 随后计算在
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黏滞性影响下 Bjorken模型及 CNC模型中初态能量
密度估计方式所需的修正程度．

2． 1 利用Mathematica 软件抽取纵向加速度参数

利用 Mathematica 软件，可以较为快速地从实
验数据中抽取纵向加速度参数 λ* ，步骤如下:
( i) 首先，利用ＲeadList［“path / of / data”〈〉#，

{ Number，Number，…} ］＆函数来导入所需数据并
命名; 然后，利用 Flatten［］及 Table［］函数对数据
进行整理及归类，这里利用 Table［］函数挑选出“数
据”及其“误差”; 最后，利用 EorrorBarPlots 包中的
ErrorListPlot［］函数分别画出中心度为 0% ～ 5%
的铅 -铅 2． 76 TeV、铅 -铅 5． 02 TeV及氙 -氙 5． 44
TeV对撞的带电粒子赝快度实验数据( 见图 1) ．

图 1 利用Mathematica软件导入 ALICE的赝快度实验数据
( ii) 在 Mathematica软件中构建 4 个函数用于

计算强子赝快度谱，分别为温度函数 T( τ，ηs ) 、快度
y与赝快度 ηp 雅可比变换函数、末态粒子快度分布
函数 dN /dy以及积分后赝快度分布函数 dN /dηp ．模
型中其他物理参数如表 1 所示．为了简便，模型中归
一化因子 N0 是碰撞最中心粒子多重数，并假设声速

cs 在不同碰撞系统中相同，〈m〉是带电粒子( π
±，

K±，p± ) 的平均质量，由实验数据进行加权平均得

到，强子冻出温度为 Tf = 0． 14 GeV，冻出时间为
τf = 8 fm /c，本模型未考虑强子化及强子共振衰变
过程．此时，根据以上参数抽取 2． 76 TeV Pb + Pb，
5． 02 TeV Pb + Pb和 5． 44 TeV Xe + Xe最中心对撞
纵向加速度参数 λ，不再需要任何其他参数．
( iii) 利用 Mathematica 软件中的数值积分

NIntegrate［Func#］函数，可以对末态谱进行时空快
度 ηs及横动量 pT积分．其中时空快度积分区域为 －
5． 0 ＜ ηs ＜ 5． 0( 确保满足扰动条件 λ* ηs  1． 0) ，
横动量积分范围为 0． 0 ＜ pT ＜ 10． 0 GeV． 随后，利
用 Table［Func#］函数作循环寻找满足理论 -模型对
比最小方差 σ，并寻找最小 Chi-Square，记录对应的
纵向加速度参数 λ． λ的抽取结果如表 2所示．随后，
利用抽取出的纵向加速度参数，得到模型与实验数

据做对照的赝快度分布谱如图 2 所示．
表 1 唯象模型与实验比较采用的参数取值

参数 取值

轻强子平均质量〈m〉 0． 22 GeV［9-11］

声速平方 c2s ( 1 /κ) 1 /7［12］

剪切黏滞率 η / s 1 / ( 2π) ［14］

体积黏滞率 ζ / s 0． 015［15］

强子冻出时间 τf 8 fm /c
强子冻出温度 Tf 0． 14 GeV

归一化常数 N0
［9-11］

N5． 44
Xe = 1 167，N2． 76

Pb = 1 615，

N5． 02
Pb = 1 929

2． 2 利用Mathematica软件计算初态能量密度估
计模型在不同效应下的修正率
在 Mathematica软件中构建一个能量密度依赖

函数 EnergyDensity［#］，对 Bjorken能量密度估算模
型、CNC能量密度估算模型以及本文提出的修正模
型进行对比，通过计算，不同的物理效应对早期能量
密度估计的修正结果如表 2 所示． 由表 2 可以发现
在含纵向加速度效应情形下，对比Bjorken理想流体
力学估计模型，有大约 20% 的估算增强; 而对比 CNC
模型，黏滞效应的引入使得估算还需要上调约6． 0%．
通过 Mathematica软件中的条形图可以画出不

同效应对初态能量密度估计的影响( 见图 3) ．
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表 2 能量密度估计模型的修正结果

S槡 NN 对撞系统 纵向加速度参数 λ εcorr
CNC /εBj εcorr

Viscos /εBj
加速度效应

修正强度 /%
黏滞效应

修正强度 /%
2． 76 TeV 铅 -铅 1． 035 ± 0． 003 1． 225 ± 0． 002 1． 285 ± 0． 022 22． 5 6． 0
5． 02 TeV 铅 -铅 1． 032 ± 0． 002 1． 204 ± 0． 012 1． 263 ± 0． 015 20． 4 5． 9
5． 44 TeV 氙 -氙 1． 030 ± 0． 003 1． 190 ± 0． 021 1． 248 ± 0． 022 19． 0 5． 8

图 2 流体力学模型抽取 ALICE实验的纵向加速度参数 λ

浅色带为考虑加速度效应的修正，深色带为考虑黏滞及加速
度效应的修正．
图 3 利用Mathematica软件分析不同模型的修正比率

3 结论和讨论

综上所述，本文利用 Mathematica软件中的数据
处理及数学计算功能，基于纵向加速黏滞流体力学
模型及 LHC能区 Pb + Pb 碰撞和 Xe + Xe 碰撞实验
数据，给出了利用程序分析流体力学物理理论及实
验数据的过程．利用数值算法程序分析了带电强子
的赝快度分布，抽取了不同碰撞系统的纵向加速度
参数．关于对碰撞早期能量密度对纵向加速度及黏
滞性的依赖进行了数值分析，分析了含流体黏滞效
应的能量密度估计模型，讨论了黏滞效应对能量密
度估计的增强比率．

Mathematica 软件在数据导入和数据分析上简
单易行、语法简洁、可读性强，相比其他程序( 如C + +，
Python等) 编写具备更好的数学符号运算功能，程
序集数据导入、数据处理、数据清洗、数据分析、数值
拟合和图形输出于一体，对于分析简单的末态强子
谱具有良好的优势． 缺点是在积分时若步长过小则
会导致计算速度慢，牺牲了时间成本换取计算精度
的微弱提升．
在物理上，通过分析发现，强子的末态分布对流

体的纵向演化非常敏感; 同时，由于流体自身的黏滞
性，会使得流体的流动减速，而此时流体的纵向加速
效应补偿了这部分减速效应． 这 2 种相反的行为影
响强耦合 QCD 物质的热力学演化． 与 Bjorken 模型
和 CNC模型相比，黏度效应导致对早期的能量密度
估计应当增强为( 5． 0 ± 1． 0) % ．
此外，值得注意的是，在利用 Mathematica 软件

对流体力学唯象理论及实验数据进行对比分析时，
作了许多简化假设，本研究目标只是为了研究: ( i)
Mathematica软件结合纵向加速度流体力学模型如
何描述末态强子赝快度分布，( ii) 合理地利用数值
算法程序寻找初始能量密度估计对黏性效应的依
赖．为了使本研究更加接近实际的实验情形，还必须
考虑以下内容: 初态涨落、QGP 介质横向流动、来自
格点 QCD的状态方程、超曲面冷却条件、强子相共
振衰变等．这些重要的内容将在今后的研究中利用
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完整的( 3 + 1) 维流体力学模型进行深入分析．
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The Study on the Estimation of Pseudorapidity Distribution and
Energy Density on the Large Hadron Collider

GONG Xiongtao1，2

( 1． College of Physical Science and Technology，Central China Normal University，Wuhan Hubei 437600，China;
2． Hubei Vocational and Technical College，Xiaogan Hubei 432100，China)

Abstract: Using the Mathematica software，the pseudo-rapidity distribution for charged particles is investigated in
the relativistic heavy ion collisions from an accelerating hydrodynamic model． Such hydrodynamic model describes
the pseudo-rapidity distribution data at 2． 76 TeV，5． 02 TeV( Pb + Pb) and 5． 44 Xe + Xe collisions well and ex-
tracts the longitudinal acceleration parameters for the most central collision． Based on the Bjorken model，the longi-
tudinal acceleration effect and viscosity effect dependence for the medium initial energy density estimation are inves-
tigated，and the results show that the viscosity effect enhances the estimate of the initial energy density．
Key words: Mathematica; longitudinal acceleration viscous fluid mechanics; pseudorapidity distribution; energy den-
sity estimation ( 责任编辑:冉小晓)
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