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关于模糊横贯拟阵的简洁表示
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( 重庆大学数学与统计学院，重庆 401331)

摘要:该文利用模糊拟阵和拟阵的关系研究了模糊横贯拟阵的表示问题．首先，讨论了模糊横贯拟阵的
“子集数最小表示”，得到这种表示的一个充要条件; 解决了这种表示的存在性并设计了计算这种表示的
算法．其次，在此基础上研究了模糊横贯拟阵的“简洁表示”，提出并证明了一个表示是简洁表示的充要
条件．然后，证明了简洁表示的存在性，构造了从模糊拟阵的表示计算简洁表示的算法．最后，研究了一种
特殊的简洁表示即“顺序表示”，证明了这种顺序表示可以从普通表示中产生．
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0 引言

文献［1］推广了文献［2］的模糊横贯拟阵，在同
构意义下定义了更为广泛的模糊横贯拟阵． 在普通
横贯拟阵理论中，横贯拟阵的表示是其重要组成部

分．对于具有某些性质的表示的研究主要在 3 个方
面，即存在性、唯一性和构造性． 这些研究在子集系
的代表系和图论的匹配研究与算法构造方面起着重

要作用．模糊横贯拟阵作为横贯拟阵的推广，其表示
的这些研究同样具有非常重要的意义． 本文的主要
目的就是讨论模糊横贯拟阵的一种“最简单”表示．
文献［3］初步讨论了模糊横贯拟阵的表示，得到一
些有价值的结论，如一致模糊横贯拟阵［2］存在子集

数最小表示等．但对于更一般的模糊横贯拟阵是否
也存在子集数最小表示呢? 若他们存在，则怎么构

造? 模糊横贯拟阵还有更简单的表示吗? 怎么得到

这些简单的表示? 这些问题是对模糊横贯拟阵表示

的进一步研究，从而丰富模糊横贯拟阵理论．同时，也
有益于一些优化问题的解决．

1 预备知识

设集合 E = { x1，x2，…，xN} 是一个非空有限集

合，记 P( E) 为集合 E的全部子集组成的集合．在 E

上的模糊集 μ是一个映射 μ: E→［0，1］．记F( E) 为
在 E上所有模糊子集组成的集合． 由于对模糊拟阵
研究的习惯，本文延用文献［4］的有关模糊数学的
概念和符号．
涉及拟阵的概念和记号参见文献［5］．
定义 1［5］ 设 E 是非空有限集，I 是 E 的子集

族．若 I满足下列条件:
( i) ∈ I;
( ii) 若 X∈ I，Y X，则 Y∈ I;
( iii) 若 X、Y∈ I，X ＜ Y ，则W∈ I，使得

X W X∪ Y，

则称偶对( E，I) 为 E上的一个拟阵，记为 M = ( E，
I) ．XE，若X∈ I，则称X为M的独立集，否则称
X为 M的相关集．M的最大独立集被称为 M的基．
拟阵在本质上是一种具有某些特性的集合系

统，在线性相关性、图论和网络等研究中有着广泛应
用．特别是在算法设计和分析领域中有重要作用．
文献［4］的定义 1． 2 从普通拟阵概念来定义模

糊拟阵概念．随后许多学者提出了将普通拟阵构建
模糊化拟阵的方法． 如文献［6］就提供了一种模糊
化拟阵的方法． 本文的讨论只是针对在文献［4］中
定义 1． 1 的模糊拟阵进行的． 文献［7］将这种模糊
拟阵称为 G-V模糊拟阵．这种模糊拟阵的最新进展
可以参见文献［8-23］．
定义 2［4］ 设 E是一个非空有限集，l  F( E)
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是满足下列条件的非空模糊集族:

( i) 若 μ∈ l ，v∈ F( E) ，v≤ μ，则v∈ l ;
( ii) 若μ、v∈ l ，supp μ ＜ supp v ，则ω∈

l 使得
( a) μ ＜ ω≤ μ∨ v，( b) m( ω) ≥ min( m( μ) ，m( v) ) ，
则称偶对M = ( E，l ) 是 E上的一个模糊拟阵，称 l
为M的独立模糊集族．μ∈ F( E) ，若 μ∈ l ，则称
μ为M的模糊独立集．若 μ l ，则称 μ为M的模糊
相关集．M的极大独立模糊集被称为 M的模糊基．
由文献［4］的 observation 2． 2 知，一个模糊拟

阵能够被分解为一组拟阵和一列数．为了方便应用，
结合文献［4］的定理 2． 1 将其改述为如下引理．
引理 1［4］( 模糊拟阵分解定理) 设 M = ( E，

l ) 是一个模糊拟阵，r∈ ( 0，1］，令 Ir = { Cr ( μ) |
μ∈ l } ，则 Mr = ( E，Ir ) 是 E上的一个拟阵，且
对于有限实数列 r0 ＜ r1 ＜ … ＜ rn 有
( i) r0 = 0，rn ≤ 1;
( ii) 当 0 ＜ r≤ rn 时，Ir ≠ {} ; 当 r ＞ rn 时，

Ir = {} ;
( iii) 若s，t∈ ( ri，ri+1) ，则 Is = It ( 0≤ i≤n －1) ;
( iv) 若 ri ＜ s ＜ ri+1 ＜ t ＜ ri+2，则 Is  It ( 0≤

i≤ n － 2) ，
称序列 0 = r0 ＜ r1 ＜ … ＜ rn≤1为M的基本序列．
对任意正整数 i( 1 ≤ i ≤ n) ，设 ri = ( ri－1 +

ri ) /2，称
Mr1 = ( E，Ir1) Mr2 = ( E，Ir2) …Mrn = ( E，Irn)
为M的导出拟阵序列．若Mri = Mri ( i = 1，2，…，n) ，
则称 M是闭模糊拟阵．

在引理 1中 Cr ( μ) = { x | x∈ E，μ( x) ≥ r} ，

被称为模糊集 μ的 r-水平集( 或截集) ．
与引理1相对应地，文献［1］给出的定理2． 8部

分( 只对闭模糊拟阵) 解决了引理 1 的逆问题．
引理 2［1］( 模糊拟阵合成定理) 设 Mi = ( E，

Ii ) ( i = 1，2，…，m) 是 E上的拟阵序列，使得 I1 
I2 … Im，取 0 = δ0 ＜ δ1 ＜ δ2 ＜ … ＜ δm ≤ 1，

令 ψ = { μ∈ F( E) | r∈ ( 0，1］，Cr ( μ) ∈ Ir} ，其

中r∈( 0，1］，当 r ∈ ( δi －1，δi］时，Ir = Ii ( i = 1，
2，…，m) ; 当 δm ＜ 1，r∈ ( δm，1］时，Ir = {} ．则
( i) 偶对 M = ( E，ψ) 是一个闭模糊拟阵;
( ii) 保留在 I1  I2 … Im中每段等式的最

后一项，去掉其他部分会有由

Mi1 = ( E，Ii1) Mi2 = ( E，Ii2) …Mik = ( E，Iik)
组成 M的导出拟阵序列． 通过下标对应，0 = δ0 ＜

δi1 ＜ δi2 ＜ … ＜ δik ≤ 1 为 M的基本序列．
引理2说明: 若闭模糊拟阵M = ( E，l ) 的基本

序列为 0 = r0 ＜ r1 ＜ … ＜ rn≤1，导出拟阵列为Mr1 =
( E，Ir1 )  Mr2 = ( E，Ir2 ) … Mrn ( E，Irn ) ，则

l = { μ∈ F( E) | r∈ ( 0，1］，Cr ( μ) ∈ Ir} ，

其中当 r∈ ( ri－1，ri］时，Ir = Iri ( i = 1，2，…，n) ; 当
rn ＜ 1，r∈ ( rn，1］时，Ir = {} ．
引理 3 设M1 = ( E，l 1 ) 和M2 = ( E，l 2 ) 是 2

个闭模糊拟阵，则 M1 = M2 当且仅当 2 个模糊拟阵
分别具有相同的基本序列和导出拟阵序列．
证 从引理1得到引理3的必要性，再从引理2

得到引理 3 的充分性．
有关横贯和横贯拟阵的概念和记号主要参照文

献［5］．
定义 3［5］ 设 A = { A1，A2，…，An} 是 E的一个

子集族，令

I［A］ = { X | X E，X是 A的横贯或部分横贯} ，

则 M［A］ = ( E，I［A］) 是一个拟阵，被称为关于子
集族A的横贯拟阵．称A为拟阵M［A］的一个表示．
文献［24］的定理 2． 1 在后面的讨论中起着重

要作用．
引理 4［24］ 设M = ( E，I) 是秩［5］为 ρ的横贯

拟阵，A = { A1，A2，…，An} 是M的一个表示，B是M
的一个基． A' = { Ai1，Ai2，…，Aiρ

} 是 A的一个子族，
使得 B是 A' 的一个横贯，则 M［A］ = M［A'］．
文献［25］定义了横贯拟阵的最小表示．
定义 4［25］ 设 M = ( E，I) 是横贯拟阵，A =

{ A1，A2，…，Aρ} ( ρ = ρ( M) ) 为其一个表示． 若 i
( i = 1，2，…，ρ) ，x∈ Ai，使得

I［A］≠ I［{ A1，…，Ai－1，Ai \ { x} ，Ai+1，…，Aρ} ］，

则称 A是 M的一个最小表示．
由文献［25］的定理 1知，横贯拟阵M的最小表

示总是存在，但是一般并不唯一．
模糊横贯和模糊横贯拟阵的有关概念和记号主

要参照文献［1］． 关于模糊横贯拟阵的最新进展可
以参见文献［1-3］． 为了后面讨论方便，将文献［1］
的一些记号重述如下定义．
定义 5［1］ 设 E = { x1，x2，…，xN} 是一个非空

有限集合．
( i) 取E上的子集族Ai = { Ai1，Ai2，…，Ain} ，i =

1，2，…，m． 当 i = 2，3，…，m 时，若 Ai1  A( i －1) 1，
Ai2 A( i －1) 2，…，Ain A( i －1) n，则记为 AiAi －1 ．若还
有当 j = 1，2，…，n时，Aij A( i －1) j，则记为AiAi －1 ．
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称 A = { A1，A2，…，Am} 为 E的一个子集族串．
( ii) 若任取 0 ＜ λ1 ＜ λ2 ＜ … ＜ λm ≤ 1，令

μ1 =∨
m

i = 1
ω( Ai1，ri ) ，μ2 =∨

m

i = 1
ω( Ai2，ri ) ，…，μn =

∨
m

i = 1
ω( Ain，ri ) ，

则 u = { μ1，μ2，…，μn} 是E上的一个模糊子集族，称
之为由子集族串 A产生的模糊子集族．
( iii) 设 u = { μ1，μ2，…，μn}  F( E) 是 E上的

一个模糊子集族． u 的全部模糊部分横贯组成 E 上
的模糊子集族为

φ( u) = { v∈ F( E) | v是 u的模糊部分横贯} ．

( iv) 设u如( iii) 所定义，Ｒ* = Ｒ* ( u) =∪
n

i =1
Ｒ+ ( μi) =

{ δ1，δ2，…，δp} ( 0 ＜ δ1 ＜ … ＜ δp≤ 1) ，称之为 u的
隶属度列．r∈ ( 0，1］，定义 u 的 r-截短模糊子集
族( 简称 r-截短) 为 ur = { μr

1，μ
r
2，…，μ

r
n} ，其中

x∈ E，μr
i ( x) =

0， μi ( x) ＜ r，

μi ( x) ，μi ( x) ≥
{ r

被称为模糊集 μi 的一个 r-截短模糊集，记为 μr
i ．

( v) 设 u如( iii) 所定义，i∈ { 1，2，…，p} ，记
Ai = supp uδi = { supp μδi

1，…，supp μδi
n } ，

则称 A( u) = { A1，A2，…，Ap} 为由 u产生的 E的一
个子集族串．
( vi) 设 u如( iii) 所定义，i∈ { 1，2，…，p} ，记

Mi = ( E，I［Ai］) ，令 I［Ai］ = Ii，构造 E上的模糊子
集族

φ* ( u) = { μ∈ F( E) | r∈ ( 0，1］，Cr ( μ) ∈ Ir} ，

其中当 r∈ ( δi －1，δi］时，Ir = Ii ( i = 1，2，…，l，δ0 =
0) ; 当 δp ＜ 1，r∈ ( δp，1］时，Ir = {} ，则由引理 2

知( E，φ* ( u) ) 是闭模糊拟阵，称之为由模糊集族 u
产生的模糊拟阵．
文献［3］定义了精简表示和最小表示( 为了更

准确描述，改为子集数最小表示) ．
定义 6［3］ 设 M = ( E，l ) 是模糊横贯拟阵，

u = { μ1，μ2，…，μn} 为 M的一个表示． 设 M 的基本
序列为 0 = r0 ＜ r1 ＜ … ＜ rm ≤ 1，导出拟阵列为
Mr1 = ( E，Ir1 ) Mr2 = ( E，Ir2 ) …Mrm = ( E，

Irm ) ．若 Ｒ* = { r1，r2，…，rm} ，则称模糊集族 u 是模
糊横贯拟阵 M的一个精简表示．
若对任何模糊子集族 v = { v1，v2，…，vp} ，只要

p ＜ n，总有 φ( u) ≠ φ( v) ，则称 u = { μ1，μ2，…，
μn} 为 M的一个子集数最小表示．

文献［1］指出( E，φ( u) ) 和( E，φ* ( u) ) 都不

一定是模糊横贯拟阵，但有如下结论．
引理 5［1］ 设 u是集合 E 的一个模糊子集族，

φ( u) 和 φ* ( u) 如定义 5 所确定，则 M( u) = ( E，
φ( u) ) 是模糊横贯拟阵的充要条件是 φ* ( u) =
φ( u) ．
文献［1］的定理 2． 3 在后面的讨论中经常使

用，转述如下引理．
引理6［1］ 设M = ( E，l ) 是模糊横贯拟阵，M

的一个表示为u = { μ1，μ2，…，μn} ，M的基本序列和
导出拟阵序列分别为 0 = r0 ＜ r1 ＜ … ＜ rm ≤ 1，
Mr1 = ( E，Ir1 ) Mr2 = ( E，Ir2 ) …Mrm = ( E，
Irm ) ，u

ri ( i = 1，2，…，m) 是模糊集族 u的 ri-截短模
糊集族，则 Iri = I［supp uri］( i = 1，2，…，m) ．
定理 1 设M = ( E，l ) 是模糊横贯拟阵，u =

{ μ1，μ2，…，μn} 为M的一个表示，0 = r0 ＜ r1 ＜ … ＜
rq ≤1 和 Mr1 = ( E，Ir1 )  Mr2 = ( E，Ir2 )  … 
Mrq = ( E，Irq ) 分别为 M 的基本序列和导出拟阵序

列．再设 槇u = { 槇μ1，槇μ2，…，槇μp} 是E上的一个模糊子集

族，使得 Ｒ* ( 槇u)  { r1，r2，…，rq} ，且r ∈ ( 0，1］，

当 r∈ ( ri－1，ri］时，Iri = I［supp 槇u r］( i = 1，2，…，

q) ; 当 rq ＜ 1 时，r∈ ( rq，1］，I［supp 槇u r］ = {，

，…，}，则φ( u) = φ( 槇u) ( 即 槇u也是M的一个表示) ．
证 不妨设Ｒ* ( 槇u) = { δ1，δ2，…，δp}，0 ＜ δ1 ＜… ＜

δp ≤ 1，I［supp 槇u δ1］ I［supp 槇u δ2］ … 
I［supp 槇u δp］． 根据已知得在这个串中的严格包含部
分是 Ir1 = I［supp 槇u r1］ Ir2 = I［supp 槇u r2］…

Irq = I［supp 槇u rq］．由定义 5的( vi) 可得闭模糊拟阵

( E，φ* ( 槇u) ) ．由引理 2 知，其基本序列和导出拟阵
序列分别为

0 = r0 ＜ r1 ＜ … ＜ rq ≤ 1，
Mr1 = ( E，Ir1) Mr2 = ( E，Ir2) …Mrq = ( E，Irq) ．
再由文献［1］的定理2． 1知，M = ( E，φ( u) ) 是

闭模糊拟阵． 而且 M 与( E，φ* ( 槇u) ) 有相同的基本
序列和导出拟阵列，所以，由引理 3 知 M = ( E，
φ* ( 槇u) ) ，即 φ( u) = φ* ( 槇u) ．因此，( E，φ* ( 槇u) ) 也
是模糊横贯拟阵．由引理 5 知

φ* ( 槇u) = φ( 槇u) = φ( u) ．

2 模糊横贯拟阵的子集数最小表示

模糊横贯拟阵M的表示u包含的模糊子集数最
少必须是多少?从文献［2］知，一致模糊横贯拟阵的
模糊子集数最少的表示( 即子集数最小表示) 的模
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糊子集数最少不能少于其导出拟阵序列的第 1 个拟
阵的秩．本部分将此结论推广到一般的模糊横贯拟
阵．同时，还构造了求子集数最小表示的算法． 这里
假设 M = ( E，l ) 是模糊横贯拟阵，且

0 = r0 ＜ r1 ＜ … ＜ rq ≤ 1，
Mr1 = ( E，Ir1) Mr2 = ( E，Ir2) …Mrq = ( E，Irq)
分别为其基本序列和导出拟阵序列，设 u = { μ1，

μ2，…，μn} 为M的一个表示． 再设 ρ = ρ( Mr1) ，这里

ρ( Mr1) 表示 Mr1 的秩
［5］．

首先证明子集数最小表示的存在性．
定理2 设M = ( E，l ) 是模糊横贯拟阵，则对

任何表示 u都可找到 u的一个具有 ρ个模糊集的子
集族 u，使得 u是 M的子集数最小表示．
证 根据引理 6 有
Iri = I［supp uri］( i = 1，2，…，q) ．

设 ρi = ρ( Mri ) ( i = 1，2，…，q) ( 当然 ρ = ρ1 ) ．
( i) 构造 M的一个模糊基．
取Mrq的一个基 Bq = { xq1，xq2，…，xqρq} ，利用文

献［5］的增广定理，将其扩充为 Mrq－1 的一个基

Bq－1 = { x ( q－1) 1，x ( q－1) 2，…，x ( q－1) ρq－1 } ，
再将Bq－1扩充为Mrq－2的一个基Bq－2，…，将Mr2的基

B2 = { x21，x22，…，x2ρ2 } 扩充为 Mr1 的一个基 B1 =
{ x11，x12，…，x1ρ1 } ． 得到在文献［12］中的一个基子
集套 B1  B2 …Bq，由文献［12］的定理 3． 1知

μ = ω( B1，r1 ) ∨ ω( B2，r2 ) ∨…∨ ω( Bq，rq )
是 M的一个模糊基．
( ii) 针对前面的模糊基，构造 u = { u1，u2，…，

un} 的一个模糊子族 u．
由于 μ是 u 的一个最大模糊部分横贯，由文献

［1］的定理 2． 5 知，ri ∈ { r1，r2，…，rq} ，Cri ( μ) ∈
Iri = I［supp uri］．而且有一个单射

π: B1 = { x11，x12，…，x1ρ1 } → { 1，2，…，n} ，

使得Cri ( μ) = Bi是 supp uri的最大部分横贯对应的

单射为 πri = π Bi ( i = 1，2，…，q) ．

令 i1 = π( x11 ) ，i2 = π( x12 ) ，…，iρ1 = π( x1ρ1 ) ．
由于π单射，所以这些正整数 i1，i2，…，iρ1各不相同．
为叙述方便可调换标号使得 1 ＜ i1 ＜ i2 ＜ … ＜
iρ1 ≤ n． 根据这些标号，取 u 的一个模糊子族 u =
{ ui1，ui2，…，uiρ1 }  u．
( iii) 下面证明 φ( u) = φ( u) ．
Bq = { xq1，xq2，…，xqρq} 是 supp urq 的一个最大

横贯，且 xq j ∈ supp urq
π( xq j)
( i = 1，2，…，ρq ) ．根据引

理 4 和引理 6 知，

I［supp urq］ = I［{ supp urq
π( xq1)
，supp urq

π( xq2)
，…，

supp urq
π( xqρq)
} ］ = I［supp urq］．

当 i = 1，2，…，q － 1时，由于 Bi 是 Mri 的基，从

而同理可知

I［supp uri］ = I［{ supp uri
π( xi1)
，supp uri

π( xi2)
，…，

supp uri
π( xiρq)
} ］ = I［supp uri］．

故 I［supp uri］ = I［supp uri］( i = 1，2，…，q) ．

由 Ir1 = I［supp ur1］ Ir2 = I［supp ur2］…
Irq = I［supp urq］知，必定 supp ur1  supp ur2 …
supp urq，因此 Ｒ* ( u)  { rq，r2，…，rq} ．

r ∈ ( 0，1］， 当 r ∈ ( ri－1，ri］ 时，Iri =

I［supp uri］ =I［supp uri］= I［supp ur］( i = 1，2，…，q) ;

当 rq ＜ 1，r∈ ( rq，1］时，I［supp u
r］ = {，，…，

} ．因此，根据定理 1 有 φ( u) = φ( u) ．
所以u也是模糊横贯拟阵M = ( E，φ( u) ) 的一

个表示．
( iv) 最后证明 u是M的一个子集数最小表示．
任取模糊子集族 v = { v1，v2，…，vp} 且 p ＜ ρ1 ．

由于 ρ1 = ρ( Mr1 ) ，因此，任取M的一个模糊基 μ( 即
u的一个最大模糊部分横贯) ，根据文献［1］的推论
2． 2 知，supp μ 必为 Mr1 的基，进而 supp μ =

ρ( Mr1 ) = ρ1 ．又由 Ir1 = I［supp ur1］知，supp ur1 是

Mr1 的一个表示． 所以，supp μ 是 supp ur1 的一个最

大横贯．
由于 p ＜ ρ1，因此，supp μ不可能是 supp vr1 的

一个横贯．因此，必定 supp μ I［supp vr1］．即
φ( u) = φ( u) ≠ φ( v) ．

故 u是 M的一个子集数最小表示．
定理 2 说明: 从模糊横贯拟阵的任何表示出发

都可以求出一个子集数最小表示( 即子集数最小表

示总是存在) ． 由于模糊横贯拟阵的表示一般不唯
一，模糊横贯拟阵的模糊基一般不唯一，单射 π: B1 →
{ 1，2，…，n} 也一般不唯一，因此，这些因素决定了
模糊横贯拟阵的子集数最小表示一般也就不唯一．
由定理 2 的证明过程得到一个从任何表示求子

集数最小表示的算法．
算法 1 模糊横贯拟阵的子集数最小表示算法．
已知 M是模糊横贯拟阵，0 = r0 ＜ r1 ＜ … ＜

rq ≤1 和 Mr1 = ( E，Ir1 )  Mr2 = ( E，Ir2 )  … 
Mrq = ( E，Irq ) 分别为其基本序列和导出拟阵序列，
令 ρi = ρ( Mri ) ( i = 1，2，…，q) ．设 u = { u1，u2，…，
un} 是 M的一个表示．
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Step 1 求M的一个基子集串B1B2…Bq．
任取Mrq的基Bq = { xq1，xq2，…，xqρq} ，将Bq扩充

成Mrq－1 的基 Bq－1 = { x( q－1) 1，x( q－1) 2，…，x( q－1) ρq－1} ，…，
最后，将B2扩充成Mr1的基B1 = { x11，x12，…，x1ρ1 } ．

Step 2 求单射 π: B1 → { 1，2，…，n} ．
由 μ = ω( B1，r1 ) ∨ω( B2，r2 ) ∨…∨ω( Bq，rq )

是M的一个模糊基( 即 u的最大模糊部分横贯) 知，
有单射 π: B1 → { 1，2，…，n} 使得 x1i ∈ B1，都有

0 ＜ xμ( x1i)1i ＜ μπ( x1i) ( i = 1，2，…，ρ1 ) ．
Step 3 取 u = { u1，u2，…，un} 的模糊子集族

u = { ui1，ui2，…，uiρ1
}，其中 i1 = π( x11) ，i2 = π( x12) ，…，

iρ1 = π( x1ρ1 ) ，从而 u就是M( u) 的一个子集数最小
表示．算法结束．
算法 1 的有效性可从定理 2 的证明中得出．
下面讨论一个子集数最小表示的一个充要条件．
定理 3 设 M = ( E，l ) 是模糊横贯拟阵，

u = { μ1，μ2，…，μn} 为 M的一个表示，则 u是 M的
子集数最小表示的充要条件是 n = ρ．
证 先证必要性．若 u是 M的一个表示，则由

文献［3］的定理 3． 2 知，必定 n≥ ρ( Mr1 ) ．
使用算法 1可以找到 u的一个子族 u，u也是M

的一个表示，而且 u = ρ．由 u是 M的子集数最小
表示知，必有 n≤ ρ = ρ( Mr1 ) ．所以，n = ρ( Mr1 ) ．
再证充分性． 任取 M 的一个模糊基 μ，由文献

［1］的定理 2． 6 知，supp μ 是 Mr1 的基． 再由引理 6
知，Ir1 = I［supp ur1］．因此，supp μ是 supp ur1 的横贯．
若 p ＜ n，则对任何模糊子集族 v = { v1，v2，…，

vp} ，都使得 supp μ不可能是 supp vr1 的横贯，因此，
φ( u) ≠ φ( v) ．故 u是 M的子集数最小表示．
最后讨论一个利用算法 1 的例子．
例 1 设 E = { x1，x2，x3 } ．取
A1 = { { x1，x3 } ，{ x2，x3 } ，{ x1，x1 } ，{ x1，x1 } } ，
A2 = { { x1 } ，，{ x1 } ，{ x1 } } ，
A3 = {，，{ x1 } ，} ，

得子集串 A = { A1，A2，A3 } ．显然有
I［A1］ = {，{ x1 } ，{ x2 } ，{ x3 } ，{ x1，x2 } ，{ x1，

x3 } ，{ x2，x3 } ，{ x1，x2，x3 } } = I1，
I［A2］ = I［A3］ = {，{ x1 } } = I2 ．
取 δ1 = 0． 10 ＜ δ2 = 0． 15 ＜ δ3 = 0． 20，构造模

糊集族 u = { μ1，μ2，μ3，μ4 } ，其中

μ1 = ω( { x1，x3 } ，0． 10) ∨ ω( { x1 } ，0． 15) ∨
ω( ，0． 20) ，

μ2 = ω( { x2，x3 } ，0． 10) ∨ ω( ，0． 15) ∨
ω( ，0． 20) ，

μ3 = ω( { x1，x1 } ，0． 10) ∨ ω( { x1 } ，0． 15) ∨
ω( { x1 } ，0． 20) ，

μ4 = ω( { x1，x1 } ，0． 10) ∨ ω( { x1 } ，0． 15) ∨
ω( ，0． 20) ．
则模糊子集族 u的全体模糊横贯组成集合

φ( u) = { xλ11 ∨ xλ22 ∨ xλ33 λ2，λ3∈［0，0． 1］，

λ1 ∈［0，0． 2］．

再令 r1 = 0．1，r2 = 0．2，φ* ( u) = { μ∈ F( E) |
r∈( 0，1］，Cr ( μ) ∈ Ir} ，其中当 r∈ ( ri－1，ri］时，
Ir = Iri ( i = 1，2) ; 当 r∈ ( 0． 2，1］时，Ir = ．经计
算有

φ* ( u) = { xλ11 ∨ xλ22 ∨ xλ33 λ2，λ3 ∈［0，

0． 1］，λ1 ∈［0，0． 2］．

因此，φ* ( u) = φ( u) ．
由 φ* ( u) = φ( u) 和引理5知，M = ( E，φ( u) )

是模糊横贯拟阵，r1 = 0． 1 ＜ r2 = 0． 2 为其基本序
列，Mr1 = ( E，I［A1］)  Mr2 = ( E，I［A2］) 为其导

出拟阵序列．由 ρ( E，I［A1］) = 2和定理3知，u不是
M的子集数最小表示．
按照算法 1，首先，找基子集串

B2 = { x1 }  B1 = { x1，x2，x3 } ，
得到 M的一个模糊基

μ = ω( { x1，x2，x3 } ，0． 10) ∨ ω( { x1 } ，0． 20) ．
其次，通过 μ是 u的最大模糊部分横贯，找到映

射π: B1→ { 1，2，3} ．π( x1) = 3，π( x2) = 2，π( x3) = 1，
得 i1 = π( x1) = 3，i2 = π( x2) = 2，i3 = π( x3) = 1．
最后，按照标号得到 u 的子集族 u = { μ3，μ2，

μ1 } = { μ1，μ2，μ3 } ．易检验，u确实是M的子集数最
小表示．

3 模糊横贯拟阵的简洁表示

第 2 节讨论了模糊横贯拟阵的子集数最小表
示．但是，在模糊横贯拟阵 M的表示 u中，其模糊隶
属度集合 Ｒ* ( u) 可以非常复杂．那么，Ｒ* ( u) 必须
包含哪些值?这些表示有什么特点?怎么计算模糊横

贯拟阵的子集数最小，且 Ｒ* ( u) 包含的值最简单?
这些都是本节要讨论的内容．
定义 7 设M = ( E，l ) 是模糊横贯拟阵，0 =

r0 ＜ r1 ＜ … ＜ rq≤1和Mr1 = ( E，Ir1 ) Mr2 = ( E，
Ir2 ) … Mrq = ( E，Irq ) 分别为其基本序列和导
出拟阵序列，u = { μ1，μ2，…，μn} 是 M的一个表示，

若使得Ｒ* ( u) = { r1，r2，…，rq} 且 ρ( Mr1 ) = n，则称
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u为模糊横贯拟阵M的简洁表示，这里 ρ( Mr1 ) 表示

Mr1 的秩．

由文献［1］的定理 2． 2 知，必定有 Ｒ* ( u) 
{ r1，r2，…，rq} ．因此，模糊横贯拟阵M的精简表示 u
包含的模糊隶属度应该是所有表示中最简单的． 文
献［3］的定理 3． 1 证明了模糊横贯拟阵的精简表示
总是存在．本文的定理 2 又指出模糊横贯拟阵的子
集数最小表示也存在．综合 2 者来看，模糊横贯拟阵
的子集数最小的精简表示( 即简洁表示) 应该是在

所有表示中最简单的表示．
定理 4 模糊横贯拟阵都有简洁表示，然而这

种简洁表示不一定唯一．
证 设M = ( E，l ) 是模糊横贯拟阵．根据文

献［3］的定理3． 1知，M有精简表示u = { μ1，μ2，…，

μn} ( 即 M = ( E，φ( u) ) 且 Ｒ* ( u) = { r1，r2，…，
rq} ) ．再由定理 2知，存在 u的一个模糊子族 u，使得
u是 M的一个子集数最小表示．
下面证明 u就是 M的一个简洁表示．由于 u是

M的子集数最小表示，因此，只须证明u也是M的一
个精简表示即可．
设M的基本序列为 0 = r0 ＜ r1 ＜ … ＜ rq≤ 1，

则由 u 是精简表示知，u 的隶属度列为 Ｒ* ( u) =
{ r1，r2，…，rq} ．再由 u u知，Ｒ* ( u)  Ｒ* ( u) ．
从 φ( u) = φ( u) 和文献［1］的定理 2． 2 知，

{ r1，r2，…，rq}  Ｒ* ( u) ． 因此，结合 Ｒ* ( u) 
Ｒ* ( u) 得出

Ｒ* ( u) = Ｒ* ( u) = { r1，r2，…，rq} ．
即 u也是 M的一个精简表示．
故 u是 M的一个简洁表示．
由定理 2 的讨论知子集数最小表示一般不唯

一，因此简洁表示一般也不唯一．
接下来讨论一个表示是简洁表示的充要条件．
定理 5 设M = ( E，l ) 是模糊横贯拟阵，0 =

r0 ＜ r1 ＜ … ＜ rq≤1和Mr1 = ( E，Ir1 ) Mr2 = ( E，
Ir2 ) … Mrq = ( E，Irq ) 分别为其基本序列和导
出拟阵序列，u = { μ1，μ2，…，μn} 为 M的一个表示，
则 u是M的一个简洁表示的充要条件是 n = ρ1 ( 令
ρ1 = ρ( Mr1 ) ，而且 k( k = 1，2，…，ρ1 ) ，μk =

∨
q

j = 1
ω( supp μrj

k，rj ) ，其中 μrj
k表示 μk 的一个 rj-截短模

糊集( 定义 5 的( iv) ) ．
证 先证必要性．若 u是 M的一个简洁表示，

则由定义 7知，必有 n = ρ1 和 Ｒ* ( u) = { r1，r2，…，
rq} ． 所以，k( k = 1，2，…，ρ1 ) ，Ｒ

+ ( μk )  { r1，

r2，…，rq} ．因此，根据模糊集合的表示性质知

μk =∨
q

j = 1
ω( supp μrj

k，rj ) ．

再证充分性． 由 u 是 M 的一个表示和文献［1］
的定理2． 2知，Ｒ* ( u)  { r1，r2，…，rq} ．由k( k =

1，2，…，ρ1) ，μk =∨
q

j =1
ω( supp μrj

k，rj ) 知，总有Ｒ+ ( μk ) 

{ r1，r2，…，rq} ． 因此，Ｒ
* ( u)  { r1，r2，…，rq} ． 故

Ｒ* ( u) = { r1，r2，…，rq} ．
再由 n = ρ1 和定义 7 知 u 是 M 的一个简洁

表示．
接下来，准备讨论构造模糊横贯拟阵简洁表示

的一个算法．
已知 M = ( E，l ) 是模糊横贯拟阵，u = { μ1，

μ2，…，μn} 是 M的一个表示．M 的基本序列为 0 =
r0 ＜ r1 ＜ … ＜ rq ≤ 1，M的导出拟阵序列为 Mr1 =
( E，Ir1 ) Mr2 = ( E，Ir2 ) …Mrq = ( E，Irq ) ．令
ρ = ρ( Mr1 ) ．
算法 2 从模糊横贯拟阵的一个表示求出一个

简洁表示的算法．
Step 1 求出模糊子集族 u的子集族串 A( u) ．
i∈ { 1，2，…，q} ，计算
Ai = supp uri = { supp μri

1，…，supp μri
n } ，

得到 E的一个子集族串 A( u) = { A1，A2，…，Aq} ．
Step 2 求M的一个基子集套B1B2…Bq．
任取Mrq的一个基Bq，将Bq扩充为Mrq－1的一个

基 Bq－1，…，将 B2 扩充为 Mr1 的一个基 B1，得到基子

集套 B1  B2 … Bq． 不妨设 B1 = { x1，x2，…，

xρ} ．由文献［12］的定理3． 2 知，μ =∨
q

i = 1
ω( Bi，ri ) 是

M的一个模糊基．
Step 3 求{ 1，2，…，n} 的子集{ i1，i2，…，iρ} ．
由于 μ是 u的一个最大模糊部分横贯( 即M的

模糊基) ，Bi 是 supp uri = Ai 的最大部分横贯( i ∈
{ 1，2，…，q} ) ，而且 M是模糊横贯拟阵． 因此，由文
献［1］的定理 2． 5 知，可找到一个单射 π: B1 → { 1，
2，…，n} ．x∈B1，都有 x∈ supp μr1

π( x) ．而且使得Bi

是supp uri的最大横贯的单射πi可由π在Bi上的限

制( 即πi = π Bi ) 来得到．由于π是单射，因此会有
{ i1，i2，…，iρ}  { 1，2，…，n} ，使得 π( x1 ) = i1，
π( x2 ) = i2，…，π( xρ ) = iρ ．

Step 4 构造模糊子集族 u* = { μ*
1 ，μ

*
2 ，…，

μ*
ρ } ，其中j∈ { 1，2，…，ρ} ，

μ*
j = ω( supp μr1

ij
，r1 ) ∨ω( supp μr2

ij
，r2 ) ∨…∨

ω( supp μrq
ij
，rq ) ( 或 μ*

j = ω( supp μr1
π( xj)
，r1 ) ∨
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ω( supp μr2
π( xj)
，r2 ) ∨…∨ ω( supp μrq

π( xj)
，rq ) ) ，

从而 u* 就是 M的一个简洁表示．算法结束．
由算法 2 可以看出: 求{ 1，2，…，n} 的子集{ i1，

i2，…，iρ} 在本质上就是选取最大模糊部分横贯 μ映
射到的指标及其对应的模糊子集． 算法 2 的有效性
由定理 6 所保证．
定理 6 从算法 2 得到的模糊子集族 u* 是 M

的一个简洁表示．
证 显然 u* = ρ，Ｒ* ( u* )  { r1，r2，…，rq} ．因

此，还需证明 u* 是 M的一个表示以及 Ｒ* ( u* ) 
{ r1，r2，…，rq} ．但是根据文献［1］的定理 2． 2 知，若
u* 是 M 的一个表示，则必有 Ｒ* ( u* )  { r1，
r2，…，rq} ．所以，只须证明 u* 是 M 的一个表示． 注
意到B1 B2 … Bq．
首先设 Bi = { xi1，xi2，…，xiρi} ( i ∈ { 1，2，…，

q} ) ，ρi = ρ( Mri ) ( 此时 ρ = ρ1 ) ． Bq = { xq1，xq2，…，

xqρq} 是 supp urq 的一个最大部分横贯，且 xqj ∈

supp urq
π( xqj)
( i = 1，2，…，ρq ) ．根据引理 4和引理 6知，

I［supp urq］ = I［{ supp urq
π( xq1)
，supp urq

π( xq2)
，…，

supp urq
π( xqρq)
} ］ = I［supp u* rq］．

对于 i = 1，2，…，q － 1，由Bi = { xi1，xi2，…，xiρi}

是 supp uri的一个最大部分横贯，且 xij∈ supp urq
π( xij)

( j = 1，2，…，ρi ) ．用同样的方法有

I［supp uri］ = I［{ supp uri
π( xi1)
，supp uri

π( xi2)
，…，

supp uri
π( xiρi
} ］ = I［supp u* ri］．

因此，Iri = I［supp uri］= I［supp u* ri］( i =1，2，…，q) ．

由 Ir1  Ir2  …  Irq 知，supp u* r1 
supp u* r2 … supp u* rq，因此，Ｒ* ( u* ) = { r1，
r2，…，rq} ．

r∈ ( 0，1］，当 r∈ ( ri－1，ri］时，根据算法 u*

的构造知，I［supp u* r］= I［supp u* ri］( i = 1，2，…，
q) ． 再结合 I［supp u* ri］ = I［supp uri］ = Iri 有
I［supp u* r］ = Iri ; 当 rq ＜ 1 时，取 r ∈ ( rq，1］，由
Ｒ* ( u* ) = { r1，r2，…，rq} 知，I［supp u* r］ = {，
，…，} ．
根据定理1有 φ( u) = φ( u* ) ，即 u* 也是M的

一个表示．
由 u* = ρ和Ｒ* ( u* ) = { r1，r2，…，rq} 知，u

*

是 M的一个简洁表示．
例 2 设 E = { x1，x2，x3 } ．取
A1 = { { x1，x3 } ，{ x2，x3 } ，{ x1，x2 } } ，

A2 = { { x1 } ，，{ x1 } } ，A3 = {，，{ x1 } } ，
得子集串 A = { A1，A2，A3 } ．显然有

I［A1］ = {，{ x1 } ，{ x2 } ，{ x3 } ，{ x1，x2 } ，{ x1，
x3 } ，{ x2，x3 } ，{ x1，x2，x3 } } = I1，

I［A2］ = I［A3］ = {，{ x3 } } = I2 ．
取 δ1 = 0． 10 ＜ δ2 = 0． 15 ＜ δ3 = 0． 20，构造模

糊集族 u = { μ1，μ2，μ3 } ，其中

μ1 = ω( { x1，x3 } ，0． 10) ∨ ω( { x1 } ，0． 15) ∨
ω( ，0． 20) ，

μ2 = ω( { x2，x3 } ，0． 10) ∨ ω( ，0． 15) ∨
ω( ，0． 20) ，

μ3 = ω( { x1，x1 } ，0． 10) ∨ ω( { x1 } ，0． 15) ∨
ω( { x1 } ，0． 20) ，
则

φ( u) = { xλ11 ∨ xλ22 ∨ xλ33 | λ2，λ3∈［0，0． 1］，

λ1 ∈［0，0． 2］} ．

再令 r1 = 0．1，r2 = 0．2，φ* ( u) = { μ∈ F( E) |
r∈( 0，1］，Cr ( μ) ∈ Ir} ，其中当 r∈ ( ri－1，ri］时，
Ir = Iri ( i = 1，2) ; 当 r∈ ( 0． 2，1］时，Ir = {} ．经
计算有

φ* ( u) = { xλ11 ∨ xλ22 ∨ xλ33 | λ2，λ3 ∈［0，

0． 1］，λ1 ∈［0，0． 2］} ．
由φ* ( u) = φ( u) 和引理5知，M = ( E，φ( u) )

是模糊横贯拟阵，r1 = 0． 1 ＜ r2 = 0． 2 为其基本序
列，Mr1 = ( E，I［A1］)  Mr2 = ( E，I［A2］) ．而且 u
是 M的一个子集数最小表示．
已知A( u) = { A1，A2，A3 } ．再找M的一个基子

集套 B2 = { x1 }  B1 = { x1，x2，x3 } ，得到M的一个
模糊基 μ = ω( { x1，x2，x3 } ，0． 1) ∨ ω( { x1 } ，0． 2) ．
然后通过 μ 是 u 的最大模糊部分横贯，找到映

射π: B1→ { 1，2，3} ．π( x1) = 3，π( x2) = 2，π( x3) = 1，
得 i1 = π( x1) = 3，i2 = π( x2) = 2，i3 = π( x3) = 1．
最后构造模糊子集族u* = { μ*

1 ，μ
*
2 ，μ

*
3 } ，其中

μ*
1 = ω( supp μr1

3，r1 ) ∨ ω( supp μr2
3，r2 ) =

ω( { x1，x2 } ，r1 ) ∨ ω( { x1 } ，r2 ) = x0． 21 ，

μ*
2 = ω( supp μr1

2，r1 ) ∨ ω( supp μr2
2，r2 ) =

ω( { x2，x3 } ，r1 ) = x0． 12 ∨ x0． 13 ，

μ*
3 = ω( supp μr1

1，r1 ) ∨ ω( supp μr2
1，r2 ) =

ω( { x1，x3 } ，r1 ) ∨ ω( ，r2 ) = x0． 11 ∨ x0． 13 ．
根据定理 6 知，u* 是 M的一个简洁表示．
最后讨论一个比较特殊的简洁表示．
定理7 设M = ( E，l ) 是一个模糊横贯拟阵，

ρi = ρ( Mri ) ( i = 1，2，…，q) ，则存在 M 的一个简洁
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表示 槇u = { 槇μ1，槇μ2，…，槇μρ1 } ，使得i( i = 1，2，…，q) ，
只要 ρi ＜ ρ1 都有
supp 槇μ ri

ρ1－ρi +1 = supp 槇μ ri
ρ1－ρi +2 = … = supp 槇μ ri

ρ1 = ．
称这种表示为 M的顺序表示．
证 根据定理 4知，取M的任何一个简洁表示

u = { μ1，μ2，…，μρ1 } ．
( i) 按照定理 2的证明( i) 的方法，构造M的一

个基子集套［12］B1  B2 … Bq，其中 Bi = { xi1，

xi2，…，xiρi ( i = 1，2，…，q) 都是 Mri 的基． 由此得到
M的一个模糊基

μ = ω( B1，r1 ) ∨ ω( B2，r2 ) ∨…∨ ω( Bq，rq ) ．
注意到B1B2…Bq，因此，重新排序后可

以假设
xq1 = x ( q－1) 1 = … = x11，

xq2 = x ( q－1) 2 = … = x12，

…，
xqρq = x ( q－1) ρq = … = x1ρq，

x ( q－1) ρq+1 = x ( q－2) ρq+1 = … = x1ρq+1，

…，
x2ρ3+1 = x1ρ3+1，

…，
x2ρ2 = x1ρ2



















．

( 1)

( ii) μ是M的模糊基，也是u的一个最大模糊部
分横贯．由文献［1］的定理2． 5知，ri∈ { r1，r2，…，
rq} ，Cri ( μ) ∈ I［supp uri］． 而且有一个单射 π:
B1 = { x11，x12，…，x1ρ1} → { 1，2，…，ρ1} ，使得 Cri ( μ) =
Bi 是 supp uri 的最大部分横贯对应的单射为

πri = π Bi ( i = 1，2，…，q) ．
( iii) 根据式( 1) 知，令由映射 π所得到的值为
i1 = π( xq1 ) = π( x ( q－1) 1 ) = … = π( x11 ) ，

i2 = π( xq2 ) = π( x ( q－1) 2 ) = … = π( x12 ) ，

…，
iρq = π( xqρq ) = π( x ( q－1) ρq ) = … = π( x1ρq ) ，

iρq+1 = π( x ( q－1) ρq+1 ) = … = π( x1ρq+1 ) ，

…，
iρq－1 = π( x ( q－1) ρq－1 ) = … = π( x1ρq－1 ) ，

…，
iρ2 = π( x2ρ2 ) = π( x1ρ2 ) ，

iρ2+1 = π( x1ρ2+1 ) ，

…，
iρ1 = π( x1ρ1 )

























．
根据 π 是单射知，这些正整数 i1，i2，…，iρ1 ∈

{ 1，2，…，ρ1} ，而且各不相同． 所以，{ i1，i2，…，iρ1} =
{ 1，2，…，ρ1 } ( 即为{ 1，2，…，ρ1 } 的一个全排列) ．
( iv) 取 u' = { μ'1，μ'2，…，μ'ρ1 } ，使得 μ'1 = μi1，

μ'2 = μi2，…，μ'ρ1 = μiρ1
( 只是将{ μ1，μ2，…，μρ1 } 重新

排序) ．显然，{ μ1，μ2，…，μρ1 } = { μ'1，μ'2，…，μ'ρ1 } ．当
然有φ( u) = φ( u') ．所以，u'也是M的一个简洁表示．
( v) 取子集族 Ai = { Ai1，Ai2，…，Aiρi，Aiρi +1，…，

Aiρ1} ( i = 1，2，…，q) ，其中 Aij = supp μ'rij ( j = 1，2，…，
ρi ) ，Aiρi +1 = Aiρi +2 = … = Aiρ1 = ( 空集个数为 ρ1 －

ρi ) ( 即 Ai 的前 ρi 个子集就是 supp μ' ri 的前 ρi 个子
集，而后面的 ρ1 － ρi 个子集是 ) ． 注意到 Bi 是

Mri = ( E，I［supp uri］) = ( E，I［supp u' ri］) 的基，
结合引理 4 和引理 6 知，

I［Ai］= I［{ Ai1，Ai2，…，Aiρi} ］= I［supp u' ri］=
I［supp uri］．
构造模糊子集族

槇u = { 槇μ1，槇μ2，…，槇μρ1} ，槇μj =∨
q

i =1
ω( Aij，ri ) ( j = 1，2，…，ρ1) ．

( vi) 只要 ρi ＜ ρ1 都有
supp 槇μ ri

ρ1－ρi +1
= supp 槇μ ri

ρ1－ρi +2
= … = supp 槇μ ri

ρ1
= ．

因此，下面重点证明 槇u是 M的一个简洁表示．
注意到定理 2的证明( i) ，i( = 1，2，…，q) ，有
Iri = I［supp uri］ = I［supp u' ri］ = I［Ai］ =

I［supp 槇u ri］．
( a) 由 Ir1  Ir2 … Irq 知，

supp 槇u r1 supp 槇u r2… supp 槇u rq ．
所以，Ｒ* ( 槇u) = { r1，r2，…，rq} ．
( b) r∈ ( 0，1］，若 r∈ ( ri－1，ri］( i = 1，2，…，

q) ，则根据 槇u的构造，有
I［supp 槇u r］= I［supp 槇u'ri］= I［Ai］= I［supp uri］= Iri ．
若 r∈ ( rq，1］，则
supp 槇u r = {，，…，} ，
I［supp 槇u r］ = {，，…，} ．
由定理 1 知，槇u 是 M 的一个表示． 再由 ρ1 =

ρ( Mr1 ) 和( a) 知，槇u是 M的一个简洁表示．

这种顺序表示 槇u 的特点在于它既是简洁表示，
又是在 supp 槇u ri中只有前 ρi 个子集非空而后面的子集
都是．
定理 7 说明了任何模糊横贯拟阵都有顺序表

示，其实还给出了通过简洁表示求顺序表示的方法．
但是，这种表示也可能不唯一．下面举例说明从简洁
表示求顺序表示的过程和顺序表示可能不唯一．
例 3 设 E = { x1，x2，x3 } ．取

962第 3 期 吴德垠: 关于模糊横贯拟阵的简洁表示



A1 = { { x1，x3 } ，{ x2，x3 } ，{ x1，x3 } } ，
A2 = { { x1，x3 } ，{ x3 } ，{ x1 } } ，

得到子集族串 A = { A1，A2 } ．显然，
I［A1］ = {，{ x1 } ，{ x2 } ，{ x3 } ，{ x1，x2 } ，{ x1，

x3 } ，{ x2，x3 } ，{ x1，x2，x3 } } = I1，
I［A2］ = {，{ x1 } ，{ x3 } ，{ x1，x3 } } = I2 ．
( i) 构造模糊横贯拟阵 M = ( E，φ( u) ) ．
构造模糊集族 u = { μ1，μ2，μ3 } ，其中

μ1 = ω( { x1，x3 } ，0． 1) ∨ ω( { x1，x3 } ，0． 2) ，
μ2 = ω( { x2，x3 } ，0． 1) ∨ ω( { x3 } ，0． 2) ，
μ3 = ω( { x1，x3 } ，0． 1) ∨ ω( { x1 } ，0． 2) ，

则

φ( u) = { xλ11 ∨ xλ22 ∨ xλ33 | λ2 ∈［0，0． 1］，

λ1，λ3 ∈［0，0． 2］} ．

再令 r1 = 0．1，r2 = 0．2，φ* ( u) = { μ∈ F( E) |
r∈( 0，1］，Cr ( μ) ∈ Ir} ，其中当 r∈ ( ri－1，ri］时，
Ir = Iri ( i = 1，2) ; 当 r∈ ( 0． 2，1］时，Ir = {} ．经
计算有

φ* ( u) = { xλ11 ∨ xλ22 ∨ xλ33 | λ2 ∈［0，0． 1］，

λ1，λ3 ∈［0，0． 2］} ．
由引理 5知，M = ( E，φ( u) ) 是模糊横贯拟阵．
( ii) 说明 u是 M的一个简洁表示，但不是顺序

表示．
求 M的一个基子集套

B1 = { x1，x2，x3 }  B2 = { x1，x3 } ，
构造 M的一个模糊基

μ = ω( { x1，x2，x3 } ，0． 1) ∨ω( { x1，x3 } ，0． 2) =
x0． 21 ∨ x0． 12 ∨ x0． 23 ．
针对 μ是 u 的最大模糊部分横贯，它的指标集

单射为π: B1→ { 1，2，3} ，其中π( x1 ) = 3，π( x2 ) =
2，π( x3 ) = 1．则显然 0 ＜ x0． 21 ＜ μ3，0 ＜ x0． 12 ＜ μ2，

0 ＜ x0． 23 ＜ μ1 ．根据模糊横贯定义知，μ是 u的最大模
糊横贯．
显然，u已经是M的一个简洁表示，但不是顺序

表示．
( iii) 使用定理 7的方法求M的一个顺序表示 槇u．
由定理7的证明( iii) 得 i1 = 3，i2 = 2，i3 = 1．再

由定理 7 的证明( iii) 知在 u中模糊子集顺序，从而
u' = { μ'1，μ'2，…，μ'3 } ，其中 μ'1 = μ3，μ'2 = μ2，μ'3 = μ1 ．
接下来，由定理 7 的证明( iv) 知，取子集族串

A' = { A'1，A'2 } ，其中 A'1 = { { x1，x3 } ，{ x2，x3 } ，{ x1，
x3 } } ，A'2 = { { x1 } ，{ x3 } ，} ．
最后，采用定理 7 的证明( v) 构造模糊子集族

槇u = { 槇μ1，槇μ2，槇μ3 } ，这里 槇μ j =∨
2

i = 1
ω( Aij，ri ) ( j = 1，2，

3) ，即
槇μ1 = ω( { x1，x3 } ，0． 1) ∨ ω( { x1 } ，0． 2) ，
槇μ2 = ω( { x2，x3 } ，0． 1) ∨ ω( { x3 } ，0． 2) ，
槇μ3 = ω( { x1，x3 } ，0． 1) ∨ ω( ，0． 2) ．

经检验得 槇u = { 槇μ1，槇μ2，槇μ3 } 是 M的一个顺序表示．

( iv) 求 M的另一个顺序表示 u* ，使 u* ≠ 槇u．
另一方面，取 u* = { μ*

1 ，μ
*
2 ，μ

*
3 } ，

μ*
1 = ω( { x1，x3 } ，0． 1) ∨ ω( { x1，x3 } ，0． 2) ，

μ*
2 = ω( { x2，x3 } ，0． 1) ∨ ω( { x3 } ，0． 2) ，

μ*
3 = ω( { x1，x3 } ，0． 1) ∨ ω( ，0． 2) ．

易检验得 φ( u* ) 满足定义 2，因此，( E，φ( u* ) ) 是

模糊横贯拟阵．
由于 I1 = I［u* r1］，I2 = I［u* r2］，Ｒ+ ( u* ) =

{ r1，r2 } ，因此，M = ( E，φ( u* ) ) ，即 u* 也是M的一

个表示，而且是顺序表示．但 u* ≠ 槇u．

4 结束语

本文采用的方法主要是将模糊拟阵的研究转化

为普通拟阵的研究，然后将研究结果再返回到模糊

拟阵的方法．本文研究的主要内容是进一步解决模
糊横贯拟阵的表示问题． 首先得到了模糊横贯拟阵
的“子集数最小表示”的一个充要条件，证明了模糊
横贯拟阵总是存在子集数最小表示，但是一般不唯

一; 然后还给出了从普通表示来计算子集数最小表

示的算法，这些结果大大推广了文献［2］的有关结
论; 在此基础上，再研究了模糊横贯拟阵更为简单的

“简洁表示”，得到简洁表示的一个充要条件，证明
了模糊横贯拟阵的简洁表示总是存在但一般不唯

一，找到了一个从一般表示计算简洁表示的算法; 最

后研究了一种特殊的简洁表示即“顺序表示”，证明
了这种顺序表示可以从普通表示中产生． 这些研究
丰富了模糊横贯拟阵理论，也为涉及模糊横贯拟阵

的表示的优化问题提供了某些途径．
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The Concise Presentations of Fuzzy Transversal Matroids

WU Deyin
( College of Mathematics and Statistics，Chongqing University，Chongqing 401331，China)

Abstract: The problems about presentations of fuzzy transversal matroids using relations between matroids and fuzzy
matroids are studied． Firstly，the representation of minimum subset number about fuzzy transversal matroids is dis-
cussed． Many conclusions such as the existence about the representation of minimum subset number，the necessary
and sufficient condition of this representation，and an algorithm getting this representation from an ordinary presenta-
tion are got． Secondly，more simple presentations of fuzzy transversal matroids are researched，which is concise pres-
entations． Then，some results that are the existence and uniqueness about concise presentations，the necessary and
sufficient condition of concise representations，and an algorithm getting this representation from an ordinary presen-
tation also are obtained． Lastly，the sequential representation is studied． This representation is a special type of con-
cise presentations． Because of their special properties，the sequential representation will have an important function
in researching representations of fuzzy transversal matroids．
Key words: matroids; fuzzy matroids; fuzzy transversal matroids; representations of fuzzy matroids; representations of
fuzzy transversal matroids
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