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关于图的符号团控制数

徐保根，兰 婷，张君霞，李 广
( 华东交通大学理学院，江西 南昌 330013)

摘要:对于一个非空图 G = ( V，E) 和一个函数 f: E→ { － 1，+ 1} ，若 S E，则记 f( S) =∑
e∈S

f( e) ．若对于

G中每个非平凡的团 K均满足 f( E( K) ) ≥ 1，则 f被称为 G的一个符号团控制函数，G的符号团控制数表
达为

γ'scl ( G) = min{ f( E) f为图 G的符号团控制函数} ．

该文研究了几类联图的符号团控制数，主要确定了 Cm ∨ Kn、Cm ∨ nK2 和 Cm ∨ Cn 的符号团控制数，从而

推广了已有的部分结果．
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0 引言

本文所有图均为无向图，没有重边和环，其他没

有说明的符号与术语参见文献［1-2］．
图上的控制问题是图论中的重要课题，其研究

内容及其应用也越来越广泛． T． W． Haynes等［3］ 表
达了近年来关于控制理论方面的一些最新研究成

果，但这些成果主要是关于图的点控制［4-5］，图的边

控制方面的成果较少．近年来随着计算机技术应用，
图的标号方法和技术有了较大的改进和提高，这引

出了一些新的控制问题，如 J． E． Dunbar 等［6］ 提出
图的符号控制概念，便很快对符号控制问题产生了

多种多样的变化． 除了符号控制［7］ 与符号全控
制［8-9］ 之外，还有符号边控制［10-11］，并由此些引入了

图的符号圈控制［12-13］、符号团控制［14］、团符号控
制［15］ 和符号路控制［2］ 等，这些控制概念产生使得

控制理论的研究内容越来越丰富，其应用也越来越

广泛．
称图 G = ( V，E) 的每一个极大完全子图 K为 G

的一个团，即 G中没有其他( 除 K外) 的完全子图包
含 K．对于一个团 K，若 K≠ K1，则称团 K为非平凡的．
对于图G = ( V，E) ，若 u、v∈ V，则用 u ～ v表示

u点与 v点在G中邻接; 若 v∈ V，则用E( v) 表示 v点
在 G中所关联的边集，即 E( v) = { uv∈ E u∈ V} ;

若 A V，B V，A∩ B = ，则记 E( A，B) = { uv∈

E u∈ A，v∈ B} ．

定义1［1］ 设 G1和 G2为任意2个不交的图，则

G1∨G2表示其联图，即在G1∪G2中将G1中的每个

点与 G2 中的每个点邻接而成的图，即

V( G1 ∨ G2 ) = V( G1 ) ∪ V( G2 ) ，

E( G1 ∨ G2 ) = E( G1 ) ∪ E( G2 ) ∪ { uv: u ∈
V( G1 ) ，v∈ V( G2 ) } ．
图的符号控制具有多种形式，文献［2］研究了

图的符号团控制问题．
定义 2［2］ 设 G = ( V，E) 是一个非空图，一个

双值函数 f: E→ { － 1，+ 1} 被称为图 G的一个符号
团控制函数，若对于 G 中每个非平凡的团 K 均有
f( E( K) ) ≥ 1 成立．图 G的符号团控制数定义为
γ'scl ( G) = min{ f( E) f为图 G的符号团控制函数} ．

对于空图 Kn，定义 γ'scl ( Kn ) = 0，并且 γ'scl ( G∪
H) = γ'scl ( G) + γ'scl ( H) 对于任何2个不交的图 G和
H成立，并称满足 γ'scl ( G) = f( E( G) ) 的符号团控制
函数 f为图 G的一个最小符号团控制函数．
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由上述定义不难得出下面的引理 1．
引理1［2］ 对任何图γ'scl ( G) ≡ E( G) ( mod 2) ;

对任何无三角形图 G均有 γ'scl ( G) = E( G) ．

一般地说，确定一个图 G 的符号团控制数
γ'scl ( G) 是非常困难的，文献［2］给出了一般图的符
号团控制数的界限，并提出了一些问题和猜想．对于
特殊图，由引理1知γ'scl = E( G) 对任何2部图G和
圈 G = Cn ( n≥ 4) 均成立．文献［2］还确定了完全
图、完全 3 部图和轮图的符号团控制数．
引理2［2］ 对于任何 n + 1阶轮图Wn+1 = Cn∨

K1 ( n≥ 4) 均有 γ'scl ( Wn+1 ) = 0．
文献［14］研究了完全图Kn与圈Cm的联图的符

号团控制数，确定了其确切值．
引理 3［14］ 设 n≥ 3 和 m≥ 3 均为整数，则

γ'scl ( Kn∨ Cm ) =

2( 6 － n) 「m/2? － ( n + 1) m +
n( n － 1) /2，n = 3，4，5，
－ ( n + 1) m + 2n + 2 +
( ( － 1) ?n /2」+1 + 1) /2，n≥ 6

{
．

特殊地，当 n = 3 时，则有
引理 4［14］ 设m≥3为整数，有 γ'scl ( Cm∨C3) =

6「m/2? － 4m + 3．
本文主要考虑 2 个低度正则图的联图符号团控

制数( 无三角形的图除外) ，分别确定了圈 Cm 与 Kn、
Cm 与 nK2 ( n个 K2 的并) 、Cm 与 Cn 联图的符号团控

制数．

1 主要结果及其证明

定理 1 设 m≥ 3 和 n≥ 2 均为整数，则

γ'scl ( Cm ∨ Kn ) =
3 － n， m = 3，
m， m≥ 4 且为偶数，
m + n － 2，m≥ 5 且为奇数

{
．

证 令G = Cm∨Kn，V( G) = V( Cm) ∪ V( Kn) ，

其中记 A = V( Cm) = { u1，u2，…，um} ，这里 E( Cm) =

{ uiui+1 | 1≤ i≤m － 1} ∪ { umu1} ，并且B = V( Kn) =

{ v1，v2，…，vn} ．

情况 1 当 m = 3时，设 f为图 G = C3 ∨ Kn的

一个最小符号团控制函数，即 γ'scl ( G) = f( E( G) ) ．

此时图G共有 n个团K ( i) = K4 ( i = 1，2，…，n) ，这有
n个团具有一个公共三角形 K3 ．对于每一个团 K ( i) ，

由定义 2 知 f( E( K ( i) ) ) ≥ 1，但由于 E( K ( i) ) =

E( K4 ) = 6 为偶数，故 f( E( K ( i) ) ) ≥ 2，从而

∑
n

i = 1
f( E( K ( i) ) ) ≥ 2n，即

nf( E( C3 ) ) + f( E( A，B) ) ≥ 2n． ( 1)
对于每一个点 vi∈B，vi点在G中所关联的边集

E( vi ) 均有 f( E( vi ) ) ≥－ 1( 否则有 f( E( vi ) ) = － 3，
从而对于 vi 点所在的团 K( i) ，则有 f( E( K( i) ) ) ≤ 0，矛

盾) ．因此，f( E( A，B) ) = ∑
n

i = 1
f( E( vi ) ) ≥－ n，结合

式( 1) 得到
γ'scl ( G) = f( E( G) ) = f( E( C3) ) + f( E( A，B) ) ≥

2 + ( n － 1) f( E( A，B) ) /n≥ 3 － n． ( 2)

另一方面，定义图G = C3∨Kn的符号团控制函

数 f:

f( e) =
－ 1，e = u1vj ( j = 1，2，…，n) ，

－ 1，e = u2vj ( j = 1，2，…，n) ，

+ 1，其他
{

．
容易验证，f是 G的一个符号团控制函数，则有

γ'scl ( G) ≤ f( E( G) ) = f( E( C3) ) + f( E( A，B) ) = 3 － n．
根据式( 2) 得到 γ'scl ( G) = 3 － n．
情况 2 当 m≥ 4且 m为偶数时，设 f为图 G =

Cm ∨Kn 的一个最小符号团控制函数，即 γ'scl ( G) =
f( E( G) ) ． 此时图 G 共有 mn 个团Kj，i = K3( j = 1，
2，…，n，i = 1，2，…，m) ，即每个团均为一个三角形，Kj，i

为ui、ui+1、vj这3个点所在的三角形( um+1 = u1) ．由定义

2知f(E(Kj，i) ) ≥1，故∑
m

i =1
f(E(Kj，i) ) ≥m，∑

n

j =1
∑

m

i =1
f(E(Kj，i) ) ≥

mn，在左边的和式中，E( Cm ) 中的每条边 e的函数值
均出现 n次，E( A，B) 中的每条边 e的函数值均出现
2 次，即有

nf( E( Cm ) ) + 2f( E( A，B) ) ≥ mn． ( 3)
对于每个点 vj∈ B，可见 f( E( vj ) ) ≥ 0( 否则存

在 Cm 中相邻的 2个点 us 和 us+1 ( 1≤ s≤ m，um+1 =
u1) ，使得 f( usvj) = f( us+1vj) = － 1，从而 f( E( Kj，s ) ) ≤

－ 1，矛盾) ．因此，f( E( A，B) ) =∑
n

j = 1
f( E( vj ) ) ≥ 0，

注意到n≥2，结合式( 3) 得
γ'scl ( G) = f( E( Cm ) ) + f( E( A，B) ) ≥m + ( n －

2) f( E( A，B) ) /n≥ m． ( 4)

另一方面，定义 G = Cm ∨ Kn 的符号团控制函

数 f:

f( e) =
( － 1) i，e = uivj ( j = 1，2，…，n) ，

+ 1， e∈ E( Cm )
{ ．

由于 m为偶数，所以 f是 G的符号团控制函数，
从而有γ'scl≤ f( E( G) ) = m，根据式( 4) 得γ'scl ( G) = m．

233 江西师范大学学报( 自然科学版) 2021 年



情况3 当m≥5且m为奇数时，设 f为图 G =

Cm ∨ Kn 的一个最小符号团控制函数，即 γ'scl ( G) =
f( E( G) ) ．此时 E( vj ) = m为奇数，故 f( E( vj ) ) 为

奇数．同情况 2一样，得到 f( E( vj ) ) ≥ 1，故 f( E( A，

B) ) = ∑
m

j = 1
f( E( vj ) ) ≥ n，结合式( 3) 得

γ'scl ( G) = f( E( Cm ) ) + f( E( A，B) ) ≥m + ( n －
2) f( E( A，B) ) /n≥ m + n － 2． ( 5)

另一方面，同样地定义图 G = Cm ∨ Kn 的符号

团控制函数 f:

f( e) =
－ 1， e = u1um，

+ 1， e = usus+1( 1≤ s≤ m － 1) ，

( － 1) i+1，e = uivj ( 1≤ i≤ m，1≤ j≤ n)
{

．
由于 m为奇数，所以 f为 G的符号团控制函数，

故有 γ'scl ( G) ≤ f( E( G) ) = m + n － 2，根据式( 5) 得
γ'scl ( G) = m + n － 2．定理 1 得证．
定理 2 设 m≥ 3 和 n≥ 2 均为整数，则

γ'scl ( Cm ∨ nK2 ) =
3 － n，m = 3，
m + n，m≥ 4{ ．

证 记 G = Cm ∨ nK2，A = V( Cm ) = { u1，

u2，…，um} ，并且 ui ～ ui+1 ( 1 ≤ i≤ m，um+1 = u1 ) ，

B = V( nK2 ) = { v1，v2，…，v2n－1，v2n} ，并且 v2j －1 ～

v2j ( 1 ≤ j≤ n) ，令 E1 = E( A，B) ∪ E( nK2 ) ．

情况 1 当m = 3时，设 f为图 G的一个最小符
号团控制函数，即γ'scl ( G) = f( E( G) ) ．此时G共有 n

个团，v2j －1与 v2j在同一个团中，记之为K ( j) = K5 ( j =
1，2，…，n) ，由 定义 2 知 f( E( K ( j) ) ) ≥ 1，因
E( K5 ) = 10 为偶数，故 f( E( K ( j) ) ) ≥ 2，从而

∑
n

j = 1
f( E( K ( j) ) ) ≥2n，左边和式 E( C3 ) 中的每条边 e

的函数值 f( e) 均出现 n 次，其他边的函数值出现 1
次，即有

nf( E( C3 ) ) + f( E1 ) ≥ 2n． ( 6)
对每个 j = 1，2，…，n，ej = v2j －1v2j 所在的团

K( j) =K5共有10条边，在 f下至多有4条边的值为－ 1，
故在与 v2j －1或 v2j相关联的边( 共7条边) 中至少有3

条边的值为 + 1，即 f( E( K ( j) ) \E( C3 ) ) ≥ － 1，故

f( E1) =∑
n

j =1
f( E( K( j) ) \E( C3) ) ≥－ n，结合式( 6) 得

γ'scl ( G) = f( E( C3 ) ) + f( E1 ) ≥ 2 + ( n －
1) f( E1 ) /n≥ 3 － n． ( 7)
另一方面，定义图 G = Cm∨ nK2 的符号团控制

函数 f:

f( e) =
－ 1，e = uivj ( i = 1，2，1 ≤ j≤ 2n) ，

+ 1，其他{ ．
容易验证，f 为图 G 的符号团控制函数，故有

γ'scl ( G) ≤f( E( G) ) = 3 － n．根据式( 7) 得 γ'scl ( G) =
3 － n．
情况 2 当m≥ 4时，设 f为图 G的一个最小符

号团控制函数，即γ'scl ( G) = f( E( G) ) ． 此时 G 共有
mn个团，2条边 uiui+1 ( um+1 = u1 ) 和 v2j －1v2j所在的同
一个团为 Kj，i = K4 ( 1 ≤ j≤ n，1 ≤ i≤ m) ，由定义
2知 f( E( Kj，i ) ) ≥1，注意到 E( K4 ) = 6为偶数，故

f( E( Kj，i ) ) ≥2，∑
m

i = 1
∑

n

j = 1
f( E( Kj，i ) ) ≥2mn，在左边和

式中，Cm 中每条边 e的值 f( e) 均重复出现 n次，nK2

中每条边 e的值 f( e) 均重复出现m次，E( A，B) 中每
条边 e的值 f( e) 均重复出现 2 次，故
nf( E( Cm) ) + mf( E( nK2) ) + 2f( E( A，B) ) ≥2mn． ( 8)
由于 f( E( Cm ) ) ≤m，f( E( nK2 ) ) ≤ n，由式( 8)

得 f( E( A，B) ) ≥ 0．
( a) 当 m≥ n时，注意到 n≥ 2，由式( 8) 得
f( E( Cm ) ) + f( E( nK2 ) ) + f( E( A，B) ) ≥2m +

( n － m) f( E( nK2 ) ) /n + ( n － 2) f( E( A，B) ) /n ≥
2m +n － m = m + n．
( b) 当m≤n时，注意到n≥2，m≥4，由式( 8) 得
f( E( Cm ) ) + f( E( nK2 ) ) + f( E( A，B) ) ≥ ( m －

n) f( E( Cm ) ) /m + 2n + ( m － 2) f( E( A，B) ) /m ≥
m －n + 2n = m + n．
因此，

γ'scl ( G) = f( E( G) ) ≥ m + n． ( 9)
另一方面，定义 G = Cm∨ nK2 的符号团控制函

数 f:

f( e) =
+ 1， e∈ E( Cm ) ∪ E( nK2 ) ，

( － 1) s，e = uivs ( 1 ≤ i≤ m，1 ≤ s≤ 2n){ ．
可见 f 为图 G 的符号团控制函数，从而有

γ'scl ( G) ≤f( E( G) ) = m + n．根据式( 9) 得 γ'scl ( G) =
m +n．定理 2 得证．
考虑联图 Cm ∨ Cn，当 m = 3或者 n = 3时，由

引理 4知其符号团控制数，下面考虑 m≥ 4且 n≥ 4
的一般情况．
定理 3 设 m≥ 4 和 n≥ 4 均为整数，则有

γ'scl ( Cm ∨ Cn ) =
m + n + 1，m和 n均为奇数，
m + n， 其他{ ．

证 记 G = Cm ∨ Cn，A = V( Cm ) = { u1，
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u2，…，um} ，B = V( Cn ) = { v1，v2，…，vn} ，其中 ui ～
ui+1 ( 1 ≤ i≤ m，um+1 = u1 ) ，并且 vj ～ vj+1 ( 1≤ j≤
n，vn+1 = v1 ) ．
设 f为图 G 的一个最小符号团控制函数，即

γ'scl ( G) = f( E( G) ) ．
对于每条边 ei = uiui+1∈ E( Cm ) 和 e'j = vjvj+1∈

E( Cn ) ，包含 ei和 e'j的唯一的团记为 Kj，i，显然 Kj，i =
K4 ( j = 1，2，…，n，i = 1，2，…，m) ，由定义 2 知
f( E( Kj，i ) ) ≥ 1，由 E( K4 ) = 6 为偶数，故
f( E( Kj，i ) ) 为偶数，即 f( E( Kj，i ) ) ≥ 2，从而有

∑
n

j = 1
∑
m

i = 1
f( E( Kj，i ) ) ≥2mn，在左边和式中，Cm中每条

边 e的值 f( e) 均重复出现 n次，Cn 中每条边 e'的值
f( e') 均重复出现 m 次，E( A，B) 中每条边 e 的值
f( e) 均重复出现 4 次，故
nf( E( Cm) ) + mf( E( Cn) ) + 4f( E( A，B) ) ≥2mn． ( 10)
不失一般性设 m≥ n，注意到 m≥ 4，n≥ 4，显

然有 f( E( Cm ) ) ≤m，f( E( Cn ) ) ≤ n，由式( 10) 可知
f( E( A，B) ) ≥ 0，并根据式( 10) 得

f( E( G) ) = f( E( Cm ) ) + f( E( Cn ) ) + f( E( A，
B) ) ≥2m + ( n － m) f( E( Cn ) ) /n + ( n － 4) f( E( A，
B) ) /n≥ 2m + n － m + 0 = m + n．
因此，γ'scl ( G) = f( E( G) ) ≥m + n．由于当m和

n均为奇数时，E( G) = mn + m + n为奇数，但m +

n为偶数，由引理1知，当m和 n均为奇数时，γ'scl ( G) ≥
m + n + 1，即

γ'scl ( G) ≥
m + n + 1，m和 n均为奇数，
m + n， 其他{ ．

( 11)

另一方面，定义 G = Cm ∨ Cn 的符号团控制函

数 f:

f( e) =
+ 1， e∈ E( Cm) ∪ E( Cn) ，

( － 1) i+j，e = uivj ( 1≤ i≤ m，1≤ s≤ n){ ．
容易验证: f为 G 的符号团控制函数，并且当 m

或者 n为偶数时，f( E( A，B) ) = 0，当 m和 n均为奇
数时 f( E( A，B) ) = 1．因此，

γ'scl ( G) ≤ f( E( G) ) = m + n + 1，m和 n均为奇数，
m + n， 其他{ ．

根据式( 11) 得知结论成立．定理 3 得证．

2 结论

符号控制是在图的控制理论中的重要研究内

容，也是最为活跃的研究内容，应用越来越广泛，这

主要适用于离散型结构上的“局部占优”问题的数
学模型．本文研究的符号团控制是控制理论的重点
内容，一般地说，确定一些特定图的符号团控制数是

非常困难的．联图作为一类重要的复合图类，有着极
其重要的理论研究价值和应用价值． 本文研究了联
图的符号团控制数，主要结果是确定了与圈有关的

3 类联图的符号团控制数，即获得了 Cm ∨ Kn、Cm ∨
nK2、Cm ∨ Cn 的符号团控制数，这推广了已有的相

关结果．
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The Study on the Ｒealization of Codimension One Graph of
Some Graphs by Simplicial Complexes

WANG Xiaowen，GUO Jin*

( School of Science，Hainan University，Haikou Hainan 570228，China)

Abstract: The problem about the realizations of codimension one graph of simple graphs is studied． It is proved that
all cactus graphs are realizable． A detailed realization is shown for the star triangle graph，which is a kind of cactus
graph．
Key words: cactus graph; star triangle; simplicial complex; codimension one graph ( 责任编辑:曾剑锋)
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On Signed Clique Domination Numbers of Graphs

XU Baogen，LAN Ting，ZHANG Junxia，LI Guang
( Department of Mathematics，East China Jiaotong University，Nanchang Jiangxi 330013，China)

Abstract: For a nonempty graph G = ( V，E) and a function f: E→{ － 1，+ 1}，if SE then write f( S) =∑
e∈S

f( e) ，

a function f is said to be a signed clique dominating function ( SCDF) of the graph G if f( E( K) ) ≥1 holds for ev-
ery nontrivial clique K in G，and the signed clique domination number of G is defined as γ'scl ( G) = min{ f( E) f is
SCDF of G} ． In this paper，the signed clique domination numbers of some join graph are studied，and the signed

clique domination numbers of graphs Cm∨Kn，Cm∨nK2 and Cm∨Cn are mainly determined，which generalize par-
tially some known results．
Key words: Graph; join graph; domination number; signed clique domination number ( 责任编辑:曾剑锋)
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