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关于若干图类的复形余 1 维图实现问题研究
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摘要:该文对若干类图的复形余 1 维图实现的问题展开研究，证明了仙人掌图是可实现的，并给出了星三
角形图( 仙人掌图中的一小类) 的一种实现方式．
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0 引言

在 Stanley-Ｒeisner 对应之下，关于单项式理想
的 Cohen-Macaulay ( 简称为 CM ) 等代数性质的研
究，可以很自然地转化到单纯复形( 简称为复形) 、
简单图上展开，这也逐渐发展成为组合交换代数的

一个重要研究课题［1-5］．
单纯复形 Δ是［n］ = { 1，2，…，n} 的一个满足

遗传性的子集族，其中遗传性是指若 H F，且 F∈
Δ，则有 H∈ Δ．单纯复形简称为复形，其元素被称为
面( face) ．按照集合的包含关系，面中的极大者被称
为极大面( facet) ，极大面的全体记作 F( Δ) ．若每一
个极大面的元素个数都相同，则称该复形为纯复形．
本文所讨论的复形都是指纯复形．
复形上的 shellable性质是通往 CM的一条重要

路径，而文献［6］定义并研究了一类比 shellable 更
强的性质，被称为强 shellable性质．在极大面上可定
义一个距离的概念，即 2 个极大面 F 和 G 的距离为
dΔ ( F，G) = F － F∩ G ．给定一个复形 Δ，与 Δ相

对应的余 1 维图 Γ( Δ) 是一个以 F( Δ) 为顶点集的
有限简单图，其中2个极大面F和G在Γ( Δ) 上是邻
接的当且仅当 dΔ ( F，G) = 1． 借助余 1 维图，郭锦
等［6］ 给出了纯强 shellable 复形的一个纯图论等价
刻画，即一个复形是强 shellable 的当且仅当其余 1
维图同时满足和谐性和保距序性． 文献［7］研究了
上述问题的逆问题，即对于某个给定的图，其是否可

作为一个复形的余 1 维图?若是，则称该图是可复形
余 1 维图实现的，简称为可实现的．
本文着重研究了仙人掌图的实现问题． 仙人掌

图在组合学中的应用广泛． 如 F． Mohammadi 等［8］

对所有的 shellable 和 Sequentially Cohen-Maculay 的
仙人掌图进行了刻画．除此之外，仙人掌图在其他领
域中也有应用，一般图上的许多难题在仙人掌图中

都存在有效的算法［9］． 同时，仙人掌图也被广泛应
用于现代电子电路和网络等领域［10-12］． 而星三角形
图不仅是一种仙人掌图，也是一种特殊的Cameron-
Walker图［13］． Cameron-Walker 图在交换代数中也
扮演着重要的角色［14］． T． Hibi等［15］ 证明了所有的
Cameron-Walker图都是 Sequentially Cohen-Maculay
的，并刻画了在何种条件下Cohen-Macaulay．本文证
明了仙人掌图是可实现的，并给出了星三角形图的

一种具体的实现方式．

1 图的实现与可实现的图的扩张

1． 1 图的实现

定义1 对于给定的图 G，若一个复形的余1维
图为 G，则称该复形为 G的复形余 1 维图实现，简称
为 G的一个实现．此时，也称 G是可实现的．
由图的实现的定义易见下述引理成立．
引理 1 设 G为一个简单图，且定义在基础集

［n］上的 G的一个实现为
Δ = 〈{ a11，a12，…，a1k} ，{ a21，a22，…，a2k} ，…，
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{ an1，an2，…，ank}〉，
则b1、b2、…、bm ［n］，

Δ' = 〈{ a11，a12，…，a1k，b1，b2，…，bm} ， { a21，

a22，…，a2k，b1，b2，…，bm} ，…， { an1，an2，…，ank，b1，
b2，…，bm}〉
也是图 G的一个实现．

1． 2 可实现的图的扩张

D． Bolognini等［16］ 定义了一种图的扩张方式:
令 G1为一个含有一度点 u的图，G2为一个含有一度

点 v的图，将 u与 v重合起来，形成一个新的图 G，记
作 G = ( G1，u) * ( G2，v) ．去除对 u与 v为一度点的
要求，可类似地给出如下定义．
定义 2 对于给定的 2个简单图 G1 与 G2，将图

G1 中的任一点 u与图 G2 中的任一点 v重合在一起，
扩张成新的图 G，记作 G = ( G1，u) * ( G2，v) ，这种
扩张图的方式被称为图的黏合( 见图 1) ． 在不强调
黏合点 u、v 时，直接将图 G1 与 G2 的黏合记为
G1* G2 ．

图 1 图的黏合

引理 2 在任一可实现的图黏合上树的一度点
后，所形成的图仍可实现．
证 设 G为一个可实现的图，图 G的一个点 u1

粘合上树 T 的一度点 v1，得到( G，u1 ) * ( T，v1 ) ． 设
V( G) = { u1，u2，…，us} 为G的顶点集，V( T) = { v1，
v2，…，vt} 为 T的顶点集．对 T的顶点数 t作归纳: 当
t = 1时，( G，u1 ) * ( T，v1 ) = G已可实现．假设当 t =
k时，( G，u1 ) * ( T，v1 ) 可实现．当 t = k + 1时，任取
树 T 中异于 v1 的一度点，设为 vk+1，此时由
V( T) \ { vk+1 } 诱导的 T的子图为含有 k 个顶点的树
T \vk+1，根据归纳假设知，( G，u1 ) * ( T \vk+1，v1 ) 可实
现．设该实现为基础集在［n］上的 l － 1维复形，且对
应于 u1、u2、…、us 的极大面分别为 A1、A2、…、As，其

中 Ai = { ai1，ai2，…，ail} ( 1 ≤ i ≤ s) ，对应于 v1、
v2、…、vk 的极大面分别为 A1、B2、…、Bk，这里 Br =

{ br1，br2，…，brl} ，2 ≤ r ≤ k; 设 A'i = Ai ∪ { n + 1}

( 1 ≤i≤ s) ，B'r = Br∪ { n + 1} ( 2≤ r≤ k) ，由引理

1 知，复形 Δ =〈A'1，A'2，…，A's，B'2，…，B'k〉仍是( G，
u1 ) * ( T \vk+1，v1 ) 的一个实现，此时 A'i = { ai1，

ai2，…，ail，n + 1} 是对应于 ui的极大面( 1≤ i≤ s) ，
B'r = { br1，br2，…，brl，n + 1} 是对应于 vr 的极大面
( 2 ≤r≤ k) ; 设与 vk+1 相邻的唯一的点 vk，对应于 vk
的极大面B'k = { bk1，bk2，…，bkl，n + 1} ，则可令B'k+1 =

Bk ∪ { n + 2} = { bk1，bk2，…，bkl，n + 2} ．直接检验可得

dΔ' ( B'k+1，B'k ) = 1，
dΔ' ( B'k+1，B'r ) = dΔ ( Bk，Br ) + 1 ＞ 1，2≤ r ＜ k，
dΔ' ( A'i，B'k+1 ) = dΔ ( Ai，Bk ) + 1 ＞ 1，1≤ i≤ s．

因此，将 B'k+1作为顶点 vk+1 所对应的极大面而形成
的复形

Δ' =〈A'1，A'2，…，A's，B'2，…，B'k，B'k+1〉
是( G，u1 ) * ( T，v1 ) 的一个实现．
定理 1 任一可实现的图与树黏合所形成的图

仍可实现．
证 设 G为一个可实现的图，图 G中点 u黏合

上一棵树 T的某个点 v，得到( G，u) * ( T，v) ．设 v在
树 T中的度为 n，且设 T \ { v} 的连通分支分别为 T1、
T2、…、Tn，显然 T1、T2、…、Tn 都是树．设 V( Ti ) 为 Ti

的顶点集，记 T'i为 V( Ti ) ∪ { v} 诱导的 T的子图．易

见，v在 T'i中均为一度点( i = 1，2，…，n) ． 则( G，
u) * ( T，v) = ( G，u) * ( T'1，v) * ( T'2，v) * …* ( T'n，
v) ，对 n 作归纳: 当 n = 1 时，由引理 2 知，( G，
u) * ( T，v) 可实现; 当 n = k时，假设( G，u) * ( T'1，
v) * ( T'2，v) * …* ( T'k，v) 可实现;当n = k + 1时，由
于( G，u) * ( T'1，v) * ( T'2，v) * …* ( T'k，v) 已可实现，由
引 理2知，( G，u) * ( T'1，v) * ( T'2，v) * …* ( T'k，v) *
( T'k+1，v) 可实现，故( G，u) * ( T，v) 可实现．
推论 1 任意一棵树都可实现．
证 设 G为只含一个孤立点 v 的简单图，T 为

一棵树．由定理 1 知，T = G* T可实现．

2 仙人掌图

2． 1 仙人掌图

定义 3［8］ 若在一个连通图 G中的任意 2个圈
都最多只有一个交点，或者说每条边最多只能在一

个圈内，则把这样的图 G 称为仙人掌图 ( cactus
graph) ．
定理 2 任意一个仙人掌图都可实现．
证 设仙人掌图 G 中有 k 个圈，分别为 C1，

C2，…，Ck． V( G) = { u1，u2，…，us} 为G的顶点集．现
对 k作归纳:
当 k = 0 时，该图是树，由推论 1 知 G可实现．
当 k = 1时，图 G顶点为 u1、u2、…、ut、…、us，其
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中 u1、u2、…、ut为C1的顶点．易见，复形〈{ 1，2} ，{ 2，
3} ，…，{ t － 1，t} ，{ t，1}〉即为 C1 的一个实现，结合

引理 2，在 C1 上黏合多棵树，对 s － t 作归纳即可
得证．
当 k = r时，假设该图可以实现．当 k = r + 1时，

易见，能在 G 中找到一个圈，令它为 Cr+1，使得
V( G) \V( Cr+1 ) 诱导的G的子图G － Cr+1的连通分支

分别是一些树 T1、T2、…、Tε和一棵仙人掌图 Tε+1，其

中 V( Cr+1 ) = { w1，w2，…，wj} 为Cr+1的顶点集．由定
义3可知，i = 1，2，…，ε，ε + 1，在Cr+1中只有唯一

1 个点与 Ti相邻，设为 ui ．记 T'i为 V( Ti ) ∪ { ui} 诱导

的 G的子图，其中V( Ti ) 为Ti的顶点集( i = 1，2，…，
ε，ε + 1) ，ui∈V( Cr+1 ) ．易见T'1、T'2、…、T'ε还是树，而
T'ε+1是一棵含有 r 个圈的仙人掌图． 设 V( T'ε+1 ) =
{ v1，v2，…，vq，uε+1 } ． 由归纳假设可知，T'ε+1可实现，
设该实现为基础集在［n］上的 l － 1 维复形，对应于
v1、v2、…、vq、uε+1 的极大面分别为 A1、A2、…、Aq、
Bε+1，其中A1 = { a11，a12，…，a1 l}、A2 = { a21，a22，…，
a2l}、…、Aq = { aq1，aq2，…，aql}、Bε+1 = { a1，a2，…，

al} ．设 A'1 = A1∪ { n + 1，n + 2}、A'2 = A2∪ { n + 1，

n + 2}、…、A'q = Aq ∪{ n + 1，n + 2}、B'ε+1 = Bε+1 ∪
{ n + 1，n + 2} ，由引理 1 知，复形 Δ =〈A'1，A'2，…，
A'q，B'ε+1〉还是 T' ε+1的一个实现． 由于 uε+1 ∈
V( Cr+1 ) ，所以不妨设 uε+1 是 w1，且设 w1、w2、…、wj

对应的极大面分别为 B'ε+1、B'2、B'3、…、B'j ．其中 B'2 =
{ a1，a2，…，al，n + 2，n + 3}、B'3 = { a1，a2，…，al，n +
3，n + 4}、…、B'j－1 = { a1，a2，…，al，n + j － 1，n + j}、
B'j = { a1，a2，…，al，n + j，n + 1} ．则〈B'ε+1，B'2，B'3，…，
B'j〉为 Cr+1 的一个实现．直接检验可得

dΔ ( A'α，B'β ) ＞ 1，1 ≤ α≤ q，2 ≤ β≤ j．
因此，复形 Δ' =〈A'1，A'2，…，A'q，B'ε+1，B'2，B'3，…，B'j〉
是 T'ε+1* Cr+1 的一个实现． 再由定理 1 可知，
T'ε+1* Cr+1* T'1* T'2* …* T'ε可实现．即 G可实现．

2． 2 星三角形图

定义 4［15］ 星三角形图( star triangle) 是由共
用同一个公共顶点的若干个三角形形成的简单图．
星三角形图也是一种特殊的仙人掌图，由定理

2 可知星三角形图可实现． 现给出星三角形图的一
种具体实现方式．
设星三角形图 G一共有 k 个三角形，且每个三

角形都交于点 v．在第 i个三角形中，设异于点 v的 2
点分别为 vi1、vi2，i = 1，2，…，k．
设 Δ =〈A，A11，A12，A21，A22，…，Ak1，Ak2〉，其中 Δ

的极大面分别为 A = { 1，2，…，2k － 1，2k}、A11 =
{ 2k + 1，2，3，…，2k}、A12 = { 1，2k + 1，3，…，2k}、
Ai1 = { 1，2，…，2i － 2，2k + i，2i，…，2k}、Ai2 = { 1，2，…，
2i － 1，2k + i，2i + 1，…，2k}、…、Ak1 = { 1，2，…，2k －
2，2k + k，2k} ，Ak2 = { 1，2，…，2k － 1，2k + k} ，这里
Ai1 是将 A中的 2i － 1替换成 2k + i，Ai2 是将 A中的
2i替换成 2k + i．
直接检验可得
dΔ ( A，Ai1 ) = 1，1 ≤ i≤ k，
dΔ ( A，Ai2 ) = 1，1 ≤ i≤ k，
dΔ ( Ai1，Ai2 ) = 1，1 ≤ i≤ k，
dΔ ( Ai1，Aj1 ) ＞ 1，1 ≤ i≤ k，1 ≤ j≤ k，i≠ j，
dΔ ( Ai2，Aj2 ) ＞ 1，1 ≤ i≤ k，1 ≤ j≤ k，i≠ j，
dΔ ( Ai1，Aj2 ) ＞ 1，1 ≤ i≤ k，1 ≤ j≤ k，i≠ j．
由此可见，Δ 是图 G 的一个实现． 其中点 v、v11、

v12、…、vk1、vk2所对应的极大面分别为 A、A11、A12、…、
Ak1、Ak2 ．
因此，得到了一种星三角形图的具体实现方式．
如当 k = 3 时，星三角形图可由图 2 来实现．

图 2 一种星三角形图的实现

3 结束语

对于纯强 shellable复形，可借助余 1 维图，得到
一个纯图论的等价刻画．而对于仙人掌图，本文证明
了它们都可以作为某个单纯复形的余 1 维图． 借助
余 1 维图这一工具，可以将单纯复形上的代数组合
性质与具体的图类之间建立起紧密的关联，这也是

后续可以继续开展的研究工作．
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The Study on the Ｒealization of Codimension One Graph of
Some Graphs by Simplicial Complexes

WANG Xiaowen，GUO Jin*

( School of Science，Hainan University，Haikou Hainan 570228，China)

Abstract: The problem about the realizations of codimension one graph of simple graphs is studied． It is proved that
all cactus graphs are realizable． A detailed realization is shown for the star triangle graph，which is a kind of cactus
graph．
Key words: cactus graph; star triangle; simplicial complex; codimension one graph ( 责任编辑:曾剑锋)
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On Signed Clique Domination Numbers of Graphs

XU Baogen，LAN Ting，ZHANG Junxia，LI Guang
( Department of Mathematics，East China Jiaotong University，Nanchang Jiangxi 330013，China)

Abstract: For a nonempty graph G = ( V，E) and a function f: E→{ － 1，+ 1}，if SE then write f( S) =∑
e∈S

f( e) ，

a function f is said to be a signed clique dominating function ( SCDF) of the graph G if f( E( K) ) ≥1 holds for ev-
ery nontrivial clique K in G，and the signed clique domination number of G is defined as γ'scl ( G) = min{ f( E) f is
SCDF of G} ． In this paper，the signed clique domination numbers of some join graph are studied，and the signed

clique domination numbers of graphs Cm∨Kn，Cm∨nK2 and Cm∨Cn are mainly determined，which generalize par-
tially some known results．
Key words: Graph; join graph; domination number; signed clique domination number ( 责任编辑:曾剑锋)
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