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0 引言

K． Cooke等［1］研究了时滞积分方程

x( t) = ∫
t

t －τ
f( s，x( s) ) ds，t∈ Ｒ

的概周期型解的情况，这是一种传染病问题的数学
模型．自此以后，越来越多的学者关注此类方程的
概周期型解的存在性问题［2-8］．

H． Ｒ． Henriquez等［9］提出了 S渐进ω周期函数
的概念，这引起了很多学者的关注． 如 2016 年 Zhao
Jingyun等［10］就研究了在超线性扰动下的时滞积分方程

x( t) = α( t) xn ( t － β) + ∫
t

t －τ
f( s，x( s) ) ds，t∈ Ｒ

的 S渐进 ω周期解的存在性．
在这些工作的基础上，本文给出了在离散情况

下的 S渐进 ω周期函数的一个等价定义，并建立了
在超线性扰动下的一类差分方程

x( n) = α( n) xa ( n － b) + ∑
n

k = n－τ( n)
f( k，x( k) ) ( 1)

有 S渐进 ω周期解的存在性定理，其中 α: Z→ Ｒ +，
a，b∈ Z且 a≥ 1，τ: Z→ Z和 f: Z × Ｒ +→ Ｒ + ．特别
地，当 a≥ 2时，称( Ax) ( n) = α( n) xa ( n － b) 为超
线性扰动算子．

1 基本定义和定理

本文用 Ｒ( Ｒ + ) 表示实数集( 非负实数集) ，
Z( Z + ) 表示整数集( 非负整数集) ．用 C( Z，Ｒ) 表示
从 Z到 Ｒ的所有有界函数组成的集合，在 C( Z，Ｒ)

上的范数为上确界范数．设 f∈ C( Z，Ｒ) ，记 Ｒk f =
f(·+ k) ，称 Ｒk f是 f的位移函数，其中 k∈ Z．
为方便起见，规定在本文中出现的整数序列

{ ni}
∞
i = 1 都具有性质: 当 i→+ ∞ 时，ni →+ ∞ ．用 ω

表示某一个固定的正整数，记
Cω ( Z) = { f∈ C( Z，Ｒ) : f是以 ω为周期的函数} ．
定义1 函数 f∈C( Z，Ｒ) 被称为是 S渐进ω周

期的，若满足
lim
n→+∞

f( n + ω) － f( n) = 0．

用 Sω ( Z) 来表示所有这样的函数组成的集合．
由 f∈ Sω( Z) 的定义易见，Ｒk f∈ Sω( Z) 也成立．
定理1 设{ fi} 是 S渐进ω周期函数序列，且在

C( Z，Ｒ) 中收敛于 F，则 F∈ Sω ( Z) ．
证 由于

| F( n + ω) － F( n) |≤| F( n + ω) － fi ( n + ω) | +
| fi ( n + ω) －fi ( n) | + | fi ( n) － F( n) | ．
从而易见定理 1 结论是成立的．
由定理 1 易验证 Sω ( Z) 是 Banach空间．
定理 2 设 f∈ Sω ( Z) 和{ ni}

∞
i = 1 是整数序列，

若 f的位移函数序列{ Ｒni f}
∞
i = 1 在 C( Z，Ｒ) 中收敛于

F，则 F∈ Cω ( Z) ．
证 注意到

| F( k +ω) － F( k) |≤| F( k +ω) － Ｒni f( k +ω) | +
| Ｒni f( k +ω) － Ｒni f( k) | + | Ｒni f( k) － F( k) | =

| F( k + ω) －Ｒni f( k + ω) | + | f( ni + k + ω) －

f( ni + k) | + | Ｒni f( k) － F( k) | ．
当 i→+ ∞ 时，| F( k + ω) － F( k) |→ 0．因此，
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F∈ Cω ( Z) ．
定义2 设 f∈C( Z，Ｒ) 和{ ki}

∞
i = 1是整数序列，

n∈ Z，都有{ Ｒki f( n) }
∞
i = 1 收敛于 F( n) ，称 f的位

移函数序列{ Ｒki f}
∞
i = 1 依点收敛于 F∈ C( Z，Ｒ) ．

定义3 若对于任意整数序列{ ni}
∞
i = 1都存在它

的子序列{ ki}
∞
i = 1 和 F∈ Cω ( Z) ，使得{ Ｒkiω f}

∞
i = 1 依

点收敛于 F，则称函数 f∈ C( Z，Ｒ) 是 ω正规的．
定理3 函数 f∈C( Z，Ｒ) 当且仅当 f是ω正规的．
证 先用反证法证明充分性．
假设 f不是ω渐进周期的，则ε0 ＞ 0和整数序

列{ ni}
∞
i = 1，使得不等式

| f( ni + ω) － f( ni ) | ＞ ε0

恒成立．由于 ω是有限的正整数，不妨设 ni = aiω +
r，其中 ai ∈ Z，r∈ { 0，1，…，ω － 1} 和 i = 1，2，…．
对于整数序列{ ai} ，由于 f是 ω正规的，存在它

的子序列{ ki} 和F∈Cω ( Z) ，使得{ Ｒkiω f} 依点收敛
于 F．因此，对于ε0 ＞ 0和2个常数 r、r + ω∈Z，N∈
Z，使得当 i ＞ N时，有

| Ｒkiω f( r) － F( r) | ＜ ε0 /4，

| Ｒkiω f( r + ω) － F( r + ω) | ＜ ε0 /4．

由以上2个不等式和{ kiω + r} ∞i =1也是{ ni} 的子序列得

| F( r + ω) － F( r) |≥－| F( r + ω) － Ｒkiω f( r +

ω) | + | Ｒkiω f( r + ω) － Ｒkiω f( r) | － | Ｒkiω f( r) －

F( r) | = －| F( r + ω) － f( kiω + r + ω) | + | f( kiω +

r + ω) － f( kiω + r) | －| f( kiω + r) － F( r) |≥－ ε0 /4 +

ε0 － ε0 /4 = ε0 /2．
这与 F是 ω周期函数矛盾，故充分性成立．
接下来，再证明必要性．
对于任意整数序列{ ni}

∞
i = 1，由{ Ｒniω f( 0) } ∞i = 1 是

Ｒ中的有界序列，故存在{ ni} 的子列{ ni0 } ，当i0 →
+∞ 时，Ｒni0ω

f( 0) → I0，其中 I0是某一个常数．同理，
{ Ｒni0ω

f( 1) } 也是 Ｒ 中的有界序列，故存在{ ni0 } 的

子列{ ni1 } ，当 i1→+ ∞ 时，Ｒni0ω
f( 1) → I1，其中 I1是

某一个常数．按此过程依次进行到第 ω次，可以得到
{ niω－2
} 的子列{ niω－1

} ，当 iω－1→+∞ 时，Ｒniω－1ω f( ω －
1) → Iω－1，其中 Iω－1 是某一个常数．
为了简化记号，以下记{ ki}

∞
i = 1 = { ni ω－1 }

∞
iω－1 = 1 ．

于是，当 i →+ ∞ 时，有 Ｒkiω f( r) → Ir，其中 r = 0，
1，…，ω － 1．
定义函数 F: Z→ Ｒ 满足: F( n) = Ir 当且仅当

ω | n≡ r，其中 r = 0，1，…，ω － 1，易见 F∈ Cω( Z) ．

以下证明{ Ｒkiω f}
∞
i = 1 依点收敛于 F．ε ＞ 0 和

n∈Z，设 n = aω + r，a∈Z和 r∈ { 0，1，…，ω － 1} ．

由 f是 S渐进 ω周期序列，故N1 ∈ Z，当 n* ＞ N1

时，有

| f( n* + ω) － f( n* ) | ＜ ε / ( | a | + 1) ．

又由于{ Ｒkiω f}
∞
i = 1收敛到 Ir和{ ki} 是整数序列，

所以N∈ Z，当 i ＞ N时，有

| Ｒkiω f( r) － Ir | ＜ ε / ( | a | + 1) ，kiω + ( a － 1) ω +

r ＞ N1，kiω + ( a － 2) ω + r ＞ N1，…，kiω + r ＞ N1 ．
于是

| Ｒkiω f( n) － F( n) | = | f( kiω + n) － Ir |≤
| f( kiω +aω + r) － f( kiω + ( a － 1) ω + r) | +| f( kiω +

( a － 1) ω + r) － f( kiω + ( a － 2) ω + r) | + … +

| f( kiω + ω + r) －f( kiω + r) | + | f( kiω + r) － Ir | ＜

ε | a | / ( | a | + 1) + ε / ( | a | + 1) = ε．

综上所述，{ Ｒkiω f} ∞i = 1 依点收敛于 F． 故必要性
成立．因此，定理 3 得证．

2 主要内容

引理1 设函数 f: Z × Ｒ +→Ｒ +满足 f( n，λx) ≥
λf( n，x) ，其中 λ ∈ ( 0，1) ，n ∈ Z 和 x ∈ Ｒ + ． 若
x∈Ｒ + 和 n∈Z，f(·，x) ∈ Sω ( Z) 和 f( n，·) 是单
调递增函数，函数 g∈ Sω ( Z) 满足 infn∈Z

g( n) ＞ 0，则
f(·，g(·) ) ∈ Sω ( Z) ．
证 首先证明 f(·，g(·) ) 是有界的． 设 a =

inf
n∈Z

g( n) ，b = sup
n∈Z

g( n) 和 c = sup
n∈Z

f( n，a) ，其中n∈

Z和 x、y∈［a，b］．不妨设 x≤ y，考虑

| f( n，x) － f( n，y) | = f( n，y) － f( n，x) = f( n，

y) － f( n，xy /y) ≤ f( n，y) － xf( n，y) / y ≤ ( y －

x) f( n，y) / y≤| y － x | yf( n，ay /y) / ( ay) ≤| y － x |·
f( n，a) /a≤ c | y － x | /a．

因此，易见 f(·，g(·) ) 是有界的．
接下来，再证明 f(·，g(·) ) ∈ Sω ( Z) ．
对于任意整数序列{ ni} ，由于 g∈ Sω ( Z) ，存在

{ ni} 的子序列{ si} 和G∈Cω ( Z) ，使得{ Ｒsiωg} 依点

收敛于 G．不妨设 G( n) = Ir 当且仅当 ω | n≡ r，其

中 Ir ∈ Ｒ和 r∈ { 0，1，…，ω － 1} ．
再由于 f(·，I0 ) ∈ Sω ( Z) ，存在{ si} 的子序列

{ si0 } 和 F0 ∈ Cω ( Z) ，使得{ Ｒsi0ω
f(·，I0 ) } 依点收敛

于 F0 ．同理，f(·，I1 ) ∈ Sω ( Z) ，存在{ si0 } 的子序列
{ si1 } 和 F1 ∈ Cω ( Z) ，使得{ Ｒsi1ω

f(·，I1 ) } 依点收敛
于 F1 ．按上述过程依次进行下去，存在{ siω－2

} 的子

序列{ siω－1
} 和 Fω－1 ∈ Cω ( Z) ，使得 { Ｒsiω－1ω

f(·，
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Iω－1 ) } 依点收敛于 Fω－1 ．为了符号上简便，记{ ki}
∞
i = 1

表示{ siω－1
} ∞iω－1 = 1 ．于是，有{ Ｒkiωg} 依点收敛于 G 和

{ Ｒkiω f(·，Ir ) } 依点收敛于 Fr，其中 r = 0，1，…，ω － 1．
定义函数: F: Z → Ｒ，F( n) = Fr ( r) 当且仅当

ω | n≡ r． 易见F∈Cω( Z) ．ε ＞ 0和 n∈Z，不妨设

ω | n≡ r，易见 F( n) = F( r) = Fr ( r) = Fr ( n) ．考虑

| f( kiω + n，g( kiω + n) ) － F( n) |≤| f( kiω +

n，g( kiω + n) ) － f( kiω + n，Ir ) | + | f( kiω + n，Ir ) －

Fr ( n) |≤ c | g( kiω + n) － Ir | /a +| f( kiω + n，Ir ) －

Fr ( n) | = c | g( kiω + n) － G( n) | /a +| f( kiω + n，

Ir ) － Fr ( n) | ．
由于当 i→+ ∞ 时，| g( kiω + n) － G( n) |→ 0

和| f( kiω + n，Ir ) － Fr ( n) |→0都成立，故 | f( kiω +

n，g( kiω + n) ) － F( n) |→ 0 也成立． 因此，f(·，
g(·) ) ∈ Sω ( Z) ．
引理 2 设函数 f、τ∈ Sω ( Z) 且 τ: Z→ Z +，则

F∈ Sω ( Z) ，其中 F( n) = ∑
n

k = n－τ( n)
f( k) ．

证 由 τ: Z→ Z + 且 τ∈ Sω ( Z) ，易见N∈
Z，当 n ＞ N时，恒有 τ( n + ω) = τ( n) 成立．
故当 n ＞ N时，考虑

| F( n + ω) － F( n) | = | ∑
n+ω

k = n+ω－τ( n+ω)
f( k) －

∑
n

k = n－τ( n)
f( k) | = | ∑

n

k =n－τ( n+ω)
f( k + ω) － ∑

n

k =n－τ( n)
f( k) | =

| ∑
n

k = n－τ( n)
f( k + ω) － ∑

n

k = n－τ( n)
f( k) | = | ∑

n

k = n－τ( n)
( f( k +

ω) － f( k) ) |≤ ∑
n

k = n－τ( n)
| f( k + ω) － f( k) | ．

由于 f∈ Sω ( Z) ，所以，当 n→+ ∞ 时，∑
n

k = n－τ( n)
| f( k +

ω) － f( k) |→ 0，即 F∈ SωZ．

定理 4 若方程( 1) 满足以下 3 个条件:
( i) 函数 τ: Z → Z + 和 α: Z → Ｒ + 且 τ、α ∈

Sω ( Z) ，连续函数 f: Z × Ｒ +→ Ｒ + 满足 n ∈ Z 和
x∈Ｒ+，有 f( n，·) 是单调递增的和 f(·，x) ∈ Sω( Z) ;
( ii) 存在 2个常数m、M，0 ＜ m ＜ M，使得n∈

Z，有

α( n) ma + ∑
n

k = n－τ( n)
f( k，m) ≥ m，

α( n) Ma + ∑
n

k = n－τ( n)
f( k，M) ≤ M;

( iii) 存在函数 φ: ( 0，1) → ( 0，1］使得 n ∈
Z，x∈ Ｒ + 和 λ∈ ( 0，1) ，有

f( n，λx) ≥ φ( λ) f( n，x) ，φ( λ) ＞ λ + r0 ( λ － λa ) ，

其中 r0 = αMa / inf
n∈Z ∑

n

k = n－τ( n)
f( k，m2 /M) ;

则方程( 1) 具有一个 S渐进 ω周期解．
证 设 P = { x∈ Sω ( Z) : infn∈Z

x( n) ＞ 0} ，A是

定义在 P上的映射，且

( Ax) ( n) = α( n) xa ( n － b) + ∑
n

k = n－τ( n)
f( k，x( k) ) ．

易见 Ax∈ P，即 A是 P→ P的算子．由 r0 的构造知，
对于 x∈ P满足 m2 /M≤ x( n) ≤ M( n∈ Z) ，有

α( n) xa( n － b) ≤ ( sup
n∈a

α( n) ) Ma ≤ r0 ∑
n

k =n－τ( n)
f( k，x( k) ) ．

于是，( Ax) ( n) = α( n) xa ( n － b) + ∑
n

k = n－τ( n)
f( k，

x( k) ) ≤ ( 1 + r0 ) ∑
n

k = n－τ( n)
f( k，x( k) ) ．

λ∈ ( 0，1) 和m2 /M≤x( n) ≤M ( n∈Z) ，考虑

A( λx) ( n) = α( n) λaxa ( n － b) + ∑
n

k = n－τ( n)
f( k，

λx( k) ) ≥ λaα( n) xa ( n － b) + φ( λ) ∑
n

k = n－τ( n)
f( k，

x( k) ) = λaα( n) xa ( n － b) + φ( λ) ∑
n

k = n－τ( n)
f( k，

x( k) ) － λα( n) xa ( n － b) － λ ∑
n

k = n－τ( n)
f( k，x( k) ) +

λ( Ax) ( n) = λ( Ax) ( n) + ( λa － λ) α( n) xa( n － b) +

( φ( λ) － λ) ∑
n

k = n－τ( n)
f( k，x( k) ) ＞ λ( Ax) ( n) + r0( λ

a －

λ) ∑
n

k = n－τ( n)
f( k，x( k) ) + ( φ( λ) － λ) ∑

n

k = n－τ( n)
f( k，x( k) ) ≥

( λ + ( φ( λ) － λ － r0( λ
a － λ) ) / ( 1 + r0) ) ( Ax) ( n) =

h( λ) ( Ax) ( n) ＞ λ( Ax) ( n) ，
其中 h( λ) = ( φ( λ) － λ － r0( λ

a － λ) ) / ( 1 + r0) ＞ λ．
n∈Z，令 u0 ( n) ≡m和 v0 ( n) ≡M，ui ( n) =

( Aui－1 ) ( n) 和 vi ( n) = ( Avi－1 ) ( n) ．由条件( ii) 知，
u1 ( n) ＞ m，v1 ( n) ＜ M．再由条件( i) 得
m≤ u1 ( n) ≤ u2 ( n) ≤…≤ v2 ( n) ≤ v1 ( n) ≤ M．
由引理 1 和引理 2得，ui、vi ∈ Sω ( Z) ，其中 i =

0，1，2，…．
令 θi = sup{ θ ＞ 0: ui ( n) ≥ θvi ( n) ，n∈Z} ，于

是m/M≤θ0≤θ1≤…≤θi≤…≤1．记θ0 = lim
i→+∞

θi，

显然，θ0 ∈［m/M，1］．接下来用反证法证明 θ0 = 1．
假设 θ0 ＜ 1，由于

ui+1 ( n) = ( Aui ) ( n) ≥A( θi vi ) ( n) = A( θiθ0vi /
θ0) ( n) ≥ θiA( θ0vi ) ( n) /θ0 ≥ θih( θ0) A( vi ) ( n) /θ0 =
θih( θ0 ) vi+1 ( n) /θ0，
所以 θi +1 ≥ θih( θ0 ) /θ0，即 θi +1 /θi ≥ h( θ0 ) /θ0 ＞ 1，
于是，当 i→+ ∞ 时，θi +1 ≥ θ1 ( h( θ0 ) /θ0 )

i →+ ∞，
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矛盾．因此 θ0 = 1 成立．
i、j∈ Z + 且 i ＜ j，有 0 ≤ uj ( n) － ui ( n) ≤

vj ( n) － ui ( n) ≤ vi ( n) － ui ( n) ≤ vi ( n) － θi vi ( n) ≤

( 1 － θi ) ui ( n) ≤ ( 1 － θi ) M，n∈ Z，即sup
n∈Z

| uj ( n) －

ui ( n) |≤ ( 1 － θi ) M→ 0( i→+ ∞ ) ．由于 Sω ( Z) 是

完备的，所以x* ∈ Sω ( Z) 使得{ ui} 在 Sω ( Z) 中
收敛于 x* ．易见n∈Z，有 x* ( n) ≤ vi ( n) ．再由于

0 ≤ vi ( n) － x* ( n) ≤ vi ( n) － ui ( n) ≤ ( 1 －
θi ) M→ 0( i→ 0) ，
故{ vi} 在 Sω ( Z) 中也收敛于 x* ．由于

ui+1( n) = ( Aui ) ( n) ≤ ( Ax
* ) ( n) ≤ ( Avi ) ( n) ≤

vi+1 ( n) ，
所以 Ax* = x* ，即 x* 是方程( 1) 的 S渐进 ω周期解．
举出一个例子说明在定理 4 中的 3 个条件是可

以实现的．
例 1 设在方程( 1) 中 α( n) ≡ 1 /20，a = 2，

b =0，τ( n) ≡0并且 f( n，x) = g( n) 槡x，其中 g( n) ∈

Sω ( Z) ，1≤ g( n) ≤ 槡9 2 /10，n∈Z，则定理4的3个
条件满足．
证 易验证( i) 是成立的．令m = 1，M = 2，由于

1 /20 × 1 + g( n) × 1≥1，1 /20 × 4 + g( n) ×槡2 ≤2，
其中 n∈ Z，所以 m = 1，M = 2是满足条件( ii) 的．

再令 φ( λ) = 槡λ，可以计算出 r0 = 1 /20 × 4 / 1 /槡 2 =

槡2 /5 ＜ 1 /2．于是，λ∈ ( 0，1) ，有

( φ( λ) － λ) / ( λ － λ2) = (槡λ － λ) / ( λ － λ2) =

1 / ( 槡λ ( 1 + 槡λ ) ) ＞ 1 / ( 1 + 槡λ ) ＞ 1 /2 ＞ r0，
则条件( iii) 也是成立的．
致谢 笔者在此衷心感谢江西师范大学丁惠生
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The S-Asmptotically ω-Periodic Type Solutions for
Difference Equations with Superlinear Perturbation
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Abstract: Firstly，an equivalent definition of the S-asmptotically ω-periodic type function is provides，and the exist-
ence of S-asymptotically periodic solutions for the following difference equation with superlinear perturbations is in-
vestigated． At last，an example is given to point out that the three conditions studied in the theorem are achievable．
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