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带脉冲影响 2 层网络的同步

甘婷婷，吴召艳*
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摘要:该文考虑带脉冲影响 2 层网络的同步问题．首先，根据 Lyapunov 函数方法和脉冲微分方程理论，给
出该网络的同步准则; 然后，根据该准则实现同步需要的脉冲增益和脉冲间隔可以被估算出; 最后，通过

数值例子验证所得结果的有效性和正确性．
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0 引言

复杂网络常被用来构建由多个相互作用或相互
影响个体构成的复杂系统的模型［1-8］，其中节点表
示个体，连边表示个体间的相互作用或相互影响．如
在航空网络系统中，节点表示每个机场，连边表示机
场间的航线，即客流的走向; 再如在社会关系网中，
节点表示个人，连边表示个人间相互影响的社会关系．
众所周知，一些现实系统具有多层结构［9-10］．如

交通系统由航空系统、铁路系统、公路系统等构成的
多层网络系统，每个系统都可表示为一层网络，不同
层之间也会相互影响．在社会关系网中，2 个人之间
可能既有工作上的关系又有朋友之间的关系，且这
些关系也会相互影响． 为了更好地刻画和研究这类
系统，研究者们提出了多层网络模型．
同步作为在复杂网络中一类典型的群集行为，

由于其在实际中的广泛应用而被深入研究［2］． 对于
多层网络，包括层内同步和层间同步［11-15］，研究者
们都进行了大量的研究． 但上述文献研究的 2 层网
络之间的影响都是连续时间的，对于带脉冲影响的
2 层网络的层间同步还较少见．
本文主要讨论带有脉冲影响 2 层网络的层间同

步，给出实现层间同步的充分条件，以及得出脉冲增
益和脉冲间隔的估算不等式．

1 模型描述

考虑如下带有脉冲影响的 2 层动态网络:

x
·
i ( t) = f( xi ( t) ) +∑

N

j =1
aijHxj( t) +∑

∞

k =1
b( t) ( yi ( t) －

xi ( t) ) δ( t － tk ) ，

y
·
i ( t) = f( yi ( t) ) +∑

N

j =1
aijHyj( t) +∑

∞

k =1
b( t) ( xi ( t) －

yi ( t) ) δ( t － tk ) ， ( 1)
其中 i = 1，2，…，N; xi ( t) 、yi ( t) ∈Ｒn分别表示X层
和Y层的节点 i的状态向量; f(·) : Ｒn→Ｒn为连续向
量值函数; H∈ Ｒn×n ; A = ( aij ) ∈ ＲN×N［16］，定义为:
当一条边连接节点 i和节点 j( j≠ i) 时，aij≠0，否则

aij = 0，且满足 aii = － ∑
N

j = 1，j≠i
aij ; { tk} 为离散时间序

列，满足0 = t0 ＜ t1 ＜ t2 ＜ … ＜ tk，且 lim
k→+∞

tk = +∞ ;

b( t) 为脉冲增益，且当 t≠ tk时 b( t) = 0; δ(·) 为狄
拉克 δ函数．根据狄拉克 δ函数的性质知网络( 1) 有
如下等价形式:

x
·

i ( t) = f( xi ( t) ) +∑
N

j = 1
aijHx j ( t) ，t≠ tk，

y
·
i ( t) = f( yi ( t) ) +∑

N

j = 1
aijHy j ( t) ，t≠ tk，

xi ( t
+
k ) = xi ( t

－
k ) + b( tk ) ( xi ( t

－
k ) － yi ( t

－
k ) ) ，

yi ( t
+
k ) = yi ( t

－
k ) + b( tk ) ( yi ( t

－
k ) － xi ( t

－
k ) ) ，( 2)

其中 xi ( t
+
k ) = lim

t→t +k
xi ( t) ，xi ( t

－
k ) = lim

t→t －k
xi ( t) ，yi ( t

+
k ) =

lim
t→t +k

yi ( t) ，yi ( t
－
k ) = lim

t→t －k
yi ( t) ，假定方程( 2) 所有的

解都是左连续的，即 xi ( t) = xi ( t
－
k ) ，yi ( t) =

yi ( t
－
k ) ．图 1 给出了 8 个节点 2 层网络的示意图．
若 lim

t→+∞
‖yi ( t) － xi ( t) ‖ = 0，则称 2 层网络

( 2) 实现了层间同步．
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记 ei ( t) = yi ( t) － xi ( t) 为同步误差，则可得如
下误差系统:

e
·
i ( t) = f( yi ( t) ) － f( xi ( t) ) +∑

N

j =1
aijHej( t) ，t≠ tk，

ei ( t
+
k ) = ei ( t

－
k ) + 2b( tk ) ei ( t

－
k ) ．

注: 实线表示层内的相互作用，虚线表示层间的脉冲影响．
图 1 由 8 个节点构成的 2 层网络示意图
假设1 对于函数 f(·) ，存在一个常数 L ＞ 0使

得‖f( y) － f( x) ‖≤ L‖y － x‖，x、y∈Ｒn成立．

2 主要结果

记 λ为矩阵 2( LIN×n + A H) 的最大特征值，
τk = tk － tk－1 为脉冲间隔，θ( tk ) = ( 1 + 2b( tk ) )

2 ．
定理1 假定假设1成立，若存在一个常数 ε∈

( 0，1) 使得
θ( tk ) exp( λτk ) ＜ ε，k = 1，2，… ( 3)

成立，则 2 层网络( 2) 实现层间同步．

证 考虑 Lyapunov函数 V( t) =∑
N

i =1
eTi ( t) ei ( t) ，

当 t∈ ( tk－1，tk ) 时，计算 V( t) 的导数为

V
·
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eTi ( t) e

·
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eTi ( t) ( f( yi ( t) ) －
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T
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记 e( t) = ( eT1 ( t) ，e
T
2 ( t) ，…，e

T
N ( t) )

T，则有

V
·
( t) ≤2L∑

N

i =1
eTi ( t) ei( t) +2∑

N

i =1
∑

N

j =1
aije

T
i ( t)Hej( t) =

eT ( t) ( 2LIN×n + A H) ) e( t) ≤ λV( t) ．
可得对于 t∈ ( tk－1，tk ) ，

V( t) ≤ exp( λ( t － tk－1 ) ) V( tk－1 ) ． ( 4)
当 t = tk 时有

V( t +k ) = ∑
N

i = 1
eTi ( t

+
k ) ei ( t

+
k ) = ( 1 + 2b( tk ) )

2·

∑
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－
k ) ei ( t

－
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N
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eTi ( t

－
k ) ei ( t

－
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根据式( 4) 和式( 5) ，当 k = 1 时有
V( t) ≤ exp( λ( t － t0 ) ) V( t0 ) ，t∈ ( t0，t1 ) ，
V( t －1 ) ≤ exp( λτ1 ) V( t0 ) ，
V( t +1 ) = θ( t1 ) V( t

－
1 ) ≤ θ( t1 ) exp( λτ1 ) V( t0 ) ;

当 k = 2 时有
V( t) ≤ exp( λ( t － t1 ) ) V( t1 ) ，t∈ ( t1，t2 ) ，
V( t －2 ) ≤ exp( λτ2 ) V( t1 ) ≤ θ( t1 ) exp( λ( τ1 +

τ2 ) ) V( t0 ) ，
V( t +2 ) = θ( t2 ) V( t

－
2 ) ≤ θ( t1 ) θ( t2 ) exp( λ( τ1 +

τ2 ) ) V( t0 ) ．
根据数学归纳法可证对于任意的正整数 k都有

V( t +k ) ≤∏
k

p = 1
θ( tp ) exp( λτp ) V( t0 ) ．

若条件( 3) 成立，则有

V( t +k ) ≤∏
k

p = 1
θ( tp ) exp( λτp ) V( t0 ) ≤ εkV( t0 ) ，

由于 ε∈ ( 0，1) ，当 k→+ ∞ 时，有 lim
k→+∞

V( t +k ) = 0．

当 t∈ ( tk，tk+1 ) 时，V( t) ≤ exp( λ( t － tk ) ) V( tk ) ．这
表明k有 lim

t→+∞
V( t) = 0．根据 V( t) 的定义可知

lim
t→+∞

ei ( t) = 0，i = 1，2，…，N，

即网络( 2) 实现了层间同步．

3 数值例子

考虑由8个节点组成的2层网络( 见图1) ．选取
节点动力学为如下 Chen系统:

s
·
1 = 35( s2 － s1) ，s

·
2 = －7s1 +28s2 － s1s3，s

·
3 = s1s2 －3s3，

根据文献［16］的讨论，可以选取 L = 52．1使得假设 1
成立．选取内部耦合矩阵 H 为单位阵，层内外部耦
合矩阵为

A = 0．5

－ 2 1 0 0 0 0 1 0
1 － 3 1 0 0 0 1 0
0 1 － 3 1 1 0 0 0
0 0 1 － 3 0 1 0 1
0 0 1 0 － 3 0 1 1
0 0 0 1 0 － 1 0 0
1 1 0 0 1 0 － 3 0
0 0 0 1 1 0 0 －





















2

．

通过计算可得矩阵2( LIN×n + AH) 的最大特
征值 λ = 109． 553 4．
在数值模拟中，选取脉冲增益 b( tk ) = － 0． 49，

脉冲间隔 τk = tk － tk－1 = 0． 08，则有
θ( tk ) exp( λτk ) ≈ 0． 640 1 ＜ 1，

即条件( 3) 成立，2 层网络可以实现同步．
图 2 ～ 图 4分别给出了状态变量 xi 和 yi3个分

量的轨迹图，可以看出 2 层网络实现了层间同步．
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虚线为 xi1，实线为 yi1，i = 1，2，…，8．
图 2 状态变量 xi 和 yi 第 1 个分量的轨迹图

虚线为 xi2，实线为 yi2，i = 1，2，…，8．
图 3 状态变量 xi 和 yi 第 2 个分量的轨迹图

虚线为 xi2，实线为 yi2，i = 1，2，…，8．
图 4 状态变量 xi 和 yi 第 3 个分量的轨迹图
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4 结论
本文考虑了一类具有相同拓扑结构带脉冲影响

的 2 层网络的层间同步问题，基于 Lyapunov 函数法
和脉冲微分方程理论，严格推导出了同步准则，数值

例子验证了结果的正确性．
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The Synchronization of Two-Layer Dynamical Network with Impulsive Effect

GAN Tingting，WU Zhaoyan*

( School of Mathematics and Statistics，Jiangxi Normal University，Nanchang Jiangxi 330022，China)

Abstract: The synchronization of two-layer network with impulsive effect is considered． According to Lyapunov func-
tion and impulsive differential equation theory，the synchronization criteria are derived． From these criteria，the im-
pulsive gains and intervals can be easily estimated． Finally，the effectiveness and correctness of the obtained results
are verified by a numerical example．
Key words: two-layer network; impulsive effect; synchronization
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