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圆域上 2 阶奇异变系数问题的一种有效的差分法

王财群，安 静*

( 贵州师范大学数学科学学院，贵州 贵阳 550025)

摘要:针对圆域上 2 阶奇异变系数问题，提出了一种基于降维格式的有限差分方法．首先，利用极坐标变

换，将原问题转化为一系列等价的 1 维问题;其次，针对每一个 1 维问题，建立了适当的差分格式，并证明

了相应的误差估计;最后，给出了一些数值例子，数值结果表明该算法是非常有效的．
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0 引言

奇异变系数方程问题有着重要的物理背景，它

在量子力学、计算流体动力学领域和热流中一类广
泛物理问题的自动计算等方面有着广泛应用［1-5］．

关于 2 阶奇异变系数问题的数值计算的主要方法包
括有限元方法［6-10］、有限差分法［11］、三角域谱方

法［12-16］等．然而，对于圆域上奇异变系数问题，由于

涉及曲边边界，为了获得高精度的数值解，传统的有

限差分法需要花费大量的计算时间和内存容量，因

此，提出圆形区域上 2 阶奇异变系数问题的一些高
精度的数值算法是有意义的．据笔者所知，很少报道
关于用有限差分方法有效地求解这些特殊区域上的

2 阶奇异变系数问题．因此，针对圆域上 2 阶奇异变
系数问题，本文提出了一种基于降维格式的有限差

分法．首先，利用极坐标变换，将原问题转化为一系
列等价的 1 维问题; 其次，针对每个 1 维问题，建立
了适当的差分格式，并证明了相应的误差估计; 最

后，给出了一些数值例子来验证该算法是有效的．

1 降维格式

考虑下面的 2 阶奇异变系数问题
－ Δu( x，y) + α( r) u( x，y) / r = f( x，y) ，( x，y) ∈Ω，( 1)

u( x，y) = 0， ( x，y) ∈ ∂Ω，( 2)

其中0≤ α* ≤ α( r) ≤ α* ，r = x2 + y■ 2 ．注意到当
r = 0，α( r) = rk + c或者 α( r) = c( 其中 k∈N，c为
非零常数) 时，问题( 1) 和( 2) 是奇异变系数问题．
设 Ω = { ( x，y) ∈ Ｒ2 : Ｒ1 ＜ r ＜ Ｒ2 } ，其中 r =

x2 + y■ 2 ．令 x = rcos θ，y = rsin θ，φ( r，θ) = u( x，
y) ，F( r，θ) = f( x，y) ，则可得到极坐标下的 Laplace
算子

Lφ = ∂r ( r∂rφ) / r + φθθ / r
2，

则式( 1) 和式( 2) 可化为下列等价形式:
－ Lφ( r，θ) + α( r) φ( r，θ) / r = F( r，θ) ，( r，θ) ∈

( Ｒ1，Ｒ2 ) ×［0，2π) ， ( 3)
( i) φ( Ｒ2，θ) = 0，θ∈［0，2π) ，Ｒ1 = 0， ( 4)
( ii) φ( Ｒ1，θ) = φ( Ｒ2，θ) = 0，θ ∈［0，2π) ，

Ｒ1 ＞ 0． ( 5)
由于 φ( r，θ) 与 F( r，θ) 在 θ方向上是以 2π为周期
的，则由傅里叶基函数展开可得

φ( r，θ) = ∑
∞

m =0
φm( r) e

imθ，F( r，θ) = ∑
∞

m =0
fm( r) e

imθ． ( 6)

根据式( 6) 可得

Lφ = ∑
∞

m = 0

1
r ( ∂r ( r∂rφm ) － m2φm / r) e

imθ ． ( 7)

若要使式( 7) 有意义，则需要添加本质极条件［18］:

mφm r = 0 = 0．

可以进一步化简为
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φm ( 0) = 0( | m |≥ 1) ． ( 8)

令 lmφm = ∂r ( r∂rφm ) / r － m2φm / r
2 ．当Ｒ1 = 0时，

将式( 6) 代入式( 3) 和式( 4) ，再结合本质极条件式
( 8) ，对于每个傅里叶模 m，可以得到一系列等价的
1 维问题:

－ lmφm + α( r) φm / r = fm，r∈ ( 0，Ｒ2 ) ， ( 9)
( i) φm ( Ｒ2 ) = 0( m = 0) ， ( 10)

( ii) φm ( 0) = φm ( Ｒ2 ) = 0( | m |≥ 1) ． ( 11)

令 r = x，um ( x) = φm ( r) ，β( x) = α( r) ，则式
( 9) ～ ( 11) 等价于

－ u″m － u'm /x + m2um /x
2 + β( x) um /x = fm，x ∈

( 0，Ｒ2 ) ， ( 12)
( i) um ( Ｒ2 ) = 0( m = 0) ， ( 13)

( ii) um( 0) = 0，um( Ｒ2) = 0( | m |≥ 1) ． ( 14)

类似地，当 Ｒ1 ＞ 0时，式( 3) 和式( 5) 等价于下
面一系列的 1 维问题:

－ lmφm + α( r) φm / r = fm，r∈ ( Ｒ1，Ｒ2 ) ， ( 15)
φm ( Ｒ1 ) = φm ( Ｒ2 ) = 0． ( 16)
令 r = x，um ( x) = φm ( r) ，β( x) = α( r) ，则式

( 15) 和式( 16) 等价于
－ u″m － u'm /x + m2um /x

2 + β( x) um /x = fm，x ∈
( Ｒ1，Ｒ2 ) ， ( 17)

um ( Ｒ1 ) = um ( Ｒ2 ) = 0． ( 18)

2 差分格式的建立

为了利用差分格式求解问题( 1) 和( 2) ，首先将
求解区域 I = ［Ｒ1，Ｒ2］进行剖分，记

Ih = { u | u = ( u0，u1，…，uN ) } ，

I0h = { u | u = ( u1，u2，…，uN－1 ) } ，

∂Ih = { u | u = ( u0，uN ) } ． ( 19)

设 u∈ Ih，有以下记号:

Δxui = ( ui+1 － ui－1) / ( 2h) ，δ
2
xui = ( ui－1 －2ui + ui+1) /h

2．
在 xi 处考虑方程( 12) ，有

－ u″( xi ) － u'( xi ) / xi + m2u( xi ) / x
2
i + β( xi ) u( xi ) /

xi = fm ( xi ) ． ( 20)
应用泰勒展开式，构造差分算子

lmiu( xi ) = － u″( xi ) － u'( xi ) / xi + m2u( xi ) / x
2
i +

β ( xi ) u ( xi ) / xi = － ( δ2x + Δx / xi － m
2 / x2i － β ( xi ) /

xi ) u( xi ) + Ｒi ． ( 21)

将式( 21) 代入式( 20) ，则有
－ ( δ2x + Δx / xi － m2 / x2i － β( xi ) / xi ) u( xi ) +

Ｒi = fm， ( 22)

其中 Ｒi = － h2 ( d4u /dx4 ) /12 + O( h3 ) ，fmi = fm ( xi ) ．
当 Ｒ1 = 0 时，在式( 22) 中省略高阶无穷小量

Ｒi，对问题( 12) ～ ( 14) 建立如下差分格式:

－ δ2xui － Δxui / xi + m2ui /x
2
i + β( xi ) ui /xi = fmi， ( 23)

( i) uN = 0( m = 0) ， ( 24)

( ii) u0 = uN = 0( | m |≥ 1) ． ( 25)

类似地，当 Ｒ1 ＞ 0时，对问题( 17) 和( 18) 建立
如下差分格式:

－ δ2xui － Δxui / xi + m2ui /x
2
i + β( xi ) ui /xi = fmi， ( 26)

u0 = uN = 0． ( 27)

3 误差分析

为了简洁，仅对 Ｒ1 ＞ 0 的情形给出误差分析，

对 Ｒ1 = 0 的情形能够类似地推导．
首先引入几个范数的定义:

‖u‖∞ = max | ui |，u∈ Ih，i∈ { 0，1，…，N} ，

‖u‖∞0 = max | ui |，u∈ I0h，i∈ { 1，2，…，N －1} ，

‖u‖∞0Ih = max | ui |，u∈ ∂Ih，i = 0，N．

引理 1 假如在 I0h 上有

l�iui = － ( δ2x + Δx / xi ) ui ≤ 0( l�iui ≥ 0) ，
则 ui 在 Ih 上的极大值( 极小值) 只能在边界 ∂Ih 上
达到．
证 假如 ui 是 I0h 上的一个局部极大值，即有

ui ≥ ui+1，ui ≥ ui－1，

且其中 ui ＞ ui+1 与 ui ＞ ui－1 至少有一个成立，则

l�iui = ( 2ui － ui+1 － ui－1 ) /h
2 + ( ui－1 － ui + ui －

ui+1) / ( 2hxi ) ＞ ( ui+1 + ui－1 － ui+1 － ui－1) /h
2 + ( ui－1 －

ui－1 + ui+1 － ui+1 ) / ( 2hxi ) = 0．

这与条件 l�iui≤0矛盾，故 ui在 Ih上的极大值只能在
∂Ih 上出现．极小值情况类似可证．
引理2 假定 ui是 Ih上的函数，且 u0 = uN = 0，

则有

‖u‖∞ ≤ C‖l�iui‖∞0，

其中 u表示 ui 构成的向量．
证 考虑定义在 Ih上的 ui且在 ∂Ih上满足 u0 =
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uN = 0，定义 I0h 上的函数

Mi = l�iui，u = ( u1，u2，…，uN－1) ∈ I0h，i = 1，2，…，N －1．
显然

－ ‖M‖∞0 ≤ l�iui ≤‖M‖∞0， ( 28)

其中 M = ( M1，M2，…，MN－1 ) ，定义 wi = x2i /4．
注意

l�iwi = － ( ( x2i+1 － 2x2i + x2i－1) / ( 4h
2) + ( x2i+1 － x2i +

x2i － x2i －1 ) / ( 8 h xi ) ) = － ( h ( xi+1 － xi + xi － xi－1 ) /

( 4h2 ) + h( xi+1 + xi + xi + xi－1 ) / ( 8hxi ) ) = － ( 1 /2 +
1 /2) = － 1，
于是由不等式( 28) 得

l�i ( ui －‖M‖∞0wi ) = l�iui －‖M‖∞0l�iwi = l�iui +

‖M‖∞0 ≥ 0．

同理，有 l�i ( ui + ‖M‖∞0wi ) ≤ 0．

因此 u －‖M‖∞0w的极小值与 u +‖M‖∞0w

的极大值均出现在边界 ∂Ih 上，于是
max
∂Ih
( u + ‖M‖∞0w) = ‖M‖∞0‖w‖∞ ∂Ih ≥

ui +‖M‖∞0wi ≥ ui，u∈ Ih，i = 0，1，…，N － 1．

或 －‖M‖∞0‖w‖∞ ∂Ih≤ ui≤‖M‖∞0‖w‖∞ ∂Ih，

因为‖w‖∞ ∂Ih = Ｒ2
2 /4，所以

‖u‖∞ ≤ C‖l�iui‖∞0 ．

定理1 假定 v∈C4 ( I) 是问题( 17) 和( 18) 的
解，ui 为差分格式( 26) 和( 27) 的解，则有

‖v － u‖∞ ≤ Ch2 ．
证 为了表述简洁，只针对 m = β( x) = 0．设

v为问题( 17) 和( 18) 的解，由相容性条件知，vi满足

l�i vi = fmi + O( h2 ) ． ( 29)

因为 ui 满足

l�iui = fmi， ( 30)

所以将式( 29) 与式( 30) 相减得

l�i ( vi － ui ) = O( h2 ) ．

又因为在 ∂Ih 上 vi － ui = 0，所以由引理 2 有

‖v － u‖∞ ≤ Ch2 ．

4 算法的有效实现

本部分将给出如何用差分法来求解问题( 1) 和
( 2) ，令

Km =

p1 q1
s2 p2 q2

⋱ ⋱ ⋱
sN－2 pN－2 qN－2

sN－1 pN－1
















( N－1) × ( N－1)

，

其中 pi = 2xi /h
2 + m2 / xi + β，qi = － xi /h

2 － 1 / ( 2h) ，

si = － xi /h
2 + 1 / ( 2h) ．

当 Ｒ1 = 0，m = 0 时，将式( 19) 代入式( 23) 和
( 24) ，则可得到线性系统

A0U
0 = F0，

其中A0 =
－ 1/ ( 2h) + β 1/ ( 2h)

s1 K0
( )

N×N

，F0 = ( x0 f0( x0) ，

x1 f0( x1) ，…，xN－1 f0( xN－1) )
T，U 0 = ( u00，u

0
1，…，u

0
N－1)

T．

当 | m |≥1时，将式( 19) 代入式( 23) 和( 25) ，

则可得到线性系统

BmU
m = Fm，

其中Bm = Km，U
m = ( um

1 0，u
m
2，…，u

m
N－1)

T，Fm = ( x1 fm( x1) ，

x2 fm ( x2 ) ，…，xN－1 fm ( xN－1 ) )
T ．

当 Ｒ1 ＞ 0时，将式( 19) 代入式( 26) 和( 27) ，则
可得到线性系统

CmU
m = F�m，

其中 Cm = Km，U
m = ( um

1，u
m
2，…，u

m
N－1 )

T，F�m =

( x1 fm ( x1 ) ，x2 fm ( x2 ) ，…，xN－1 fm ( xN－1 ) )
T ．

5 数值实验

现在进行一系列数值实验，为了验证算法的有

效性，在 MATLAB Ｒ2016b上进行编程计算．

设 uMh ( x，y) 是精确解 u( x，y) 的逼近解，由极
坐标变换

x = rcos θ，y = rsin θ( Ｒ1 ＜ r ＜ Ｒ2，0 ≤ θ ＜ 2π)

可得到

u( x，y) = U( r，θ) = ∑
∞

m = 0
um ( r) e

imθ，

uMh ( x，y) = UMh ( r，θ) = ∑
∞

m = 0
umh ( r) e

imθ，

然后，定义精确解 u( x，y) 与数值解 uMh ( x，y) 之间
的误差:

e( u( x，y) ，uMh( x，y) ) = ‖u( x，y) － uMh( x，y)‖∞ =

‖U( r，θ) － UMh ( r，θ) ‖∞ ．
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例 1 当 Ｒ1 = 0，Ｒ2 = 1时，取 α( r) = r2 + 1，

u( x，y) = x( x2 + y2 － 1) e ( x2+y2) ，显然 u( x，y) 满足边
界条件( 2) ，f( x，y) 可由 u( x，y) 代入方程( 1) 得到．
在表 1中对于不同的M和 h列出了数值解与精确解

之间的误差，并在图 1 和图 2 中分别画出了精确解
与数值解的图像．为了进一步表明算法的有效性和
理论结果的正确性，在图 3 和图 4 中又分别给出了
精确解与数值解的误差图像．

表 1 当 M和 h取不同值时，精确解与数值解之间的误差

h M = 6 M = 8 M = 10 M = 12

1 /32 0． 001 8 0． 001 8 0． 001 8 0． 001 8

1 /64 4． 456 1 × 10 －4 4． 456 1 × 10 －4 4． 456 1 × 10 －4 4． 456 1 × 10 －4

1 /128 1． 114 4 × 10 －4 1． 114 4 × 10 －4 1． 114 4 × 10 －4 1． 114 4 × 10 －4

1 /256 2． 786 2 × 10 －5 2． 786 2 × 10 －5 2． 786 2 × 10 －5 2． 786 2 × 10 －5

由表 1 可以看出:当 h≤ 1 /64，M = 6 时，误差
e( u( x，y) ，uMh ( x，y) ) 至少达到了 10 －4 的精度． 同
时，从图1 ～ 图4可以看出数值解随着 h的减小而收
敛到精确解．

图 1 当 h = 1 /256 时，精确解的图像

图 2 当 h = 1 /256，M = 12 时，数值解的图像

图3 当 h = 1 /128，M = 10时，精确解与数值解的误差图像

图4 当 h = 1 /256，M = 12时，精确解与数值解的误差图像

例 2 当 Ｒ1 = 1，Ｒ2 = 2 时，取 α( r) = 2 /3，
u( x，y) = ( x2 + y2 － 4) sin( x2 + y2 － 1) ，显然 u( x，
y) 满足边界条件( 2) ，可将 u( x，y) 代入方程( 1) 得
到 f( x，y) ．在表 2 中对于不同的 M和 h列出了数值

表 2 当 M和 h取不同值时，精确解与数值解之间的误差

h M = 6 M = 8 M = 10 M = 12

1 /32 0． 003 3 0． 003 3 0． 003 3 0． 003 3

1 /64 8． 124 2 × 10 －4 8． 124 2 × 10 －4 8． 124 2 × 10 －4 8． 124 2 × 10 －4

1 /128 2． 030 9 × 10 －4 2． 030 9 × 10 －4 2． 030 9 × 10 －4 0． 030 9 × 10 －4

1 /256 5． 077 0 × 10 －5 5． 077 0 × 10 －5 5． 077 0 × 10 －5 5． 077 0 × 10 －5

解与精确解之间的误差．类似地，在图 5 和图 6 中分
别画出了精确解与数值解的图像． 为了进一步表明
算法的有效性和理论结果的正确性，在图 7 和图 8
中又分别给出了精确解与数值解的误差图像．

从表 2 可以看出:当 h ≤ 1 /64，M = 6 时，误差
e( u( x，y) ，uMh ( x，y) ) 至少达到了 10 －4 的精度． 同
时，从图5 ～ 图8可以看出数值解随着 h的减小而收
敛到精确解．
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图 5 当 h = 1 /256 时，精确解的图像

图 6 当 h = 1 /256，M = 12 时，数值解的图像

图7 当 h = 1 /128，M = 10时，精确解与数值解的误差图像

图8 当 h = 1 /256，M = 12时，精确解与数值解的误差图像

6 总结
首先，针对 2 阶奇异变系数问题，提出了一种基

于降维格式的有限差分方法，该方法主要利用极坐

标变换将 2 维问题转化为一系列等价的 1 维问题;
然后，引入极条件，构造适当的差分格式，并给出了

相应的误差估计;最后，通过具体的数值算例表明了

算法的有效性，该算法还可应用于高阶的微分方程．
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The Efficient Finite Difference Method for Second Order Singular
Variable Coefficient Problems in a Circular Domain

WANG Caiqun，AN Jing*

( School of Mathematical Sciences，Guizhou Normal University，Guiyang Guizhou 550025，China)

Abstract: The finite difference method based on dimension reduction scheme is proposed for the second order singu-
lar variable coefficient problems in a circular domain． Firstly，the original problem is transformed into a series of
equivalent one-dimensional problems by using polar coordinate transformation． Then for each one-dimensional prob-
lem，the appropriate difference scheme and corresponding error estimate are established． Finally，some numerical ex-
amples are given，and the numerical results show that the algorithm is very effective．
Key words: second-order problem; dimension reduction scheme; finite difference method; error estimation; circular
domain
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