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摘要:该文研究无界域上带有强阻尼和乘积噪声的非自治随机波动方程吸引子，利用变换系统的方法对

解进行一致估计，并通过解的分解及估计得到所对应系统是拉回渐近紧的，最终可得出原系统存在随机

吸引子．
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0 引言

本文研究定义在 Ｒn 上带有强阻尼和乘积噪声

的非自治随机波动方程的动力学行为:

utt － Δu － μΔut + h( u) ut + λu + f( x，u) = g( x，

t) +∑
k

j = 1
bju ° dω j /dt，t ＞ τ， ( 1)

初值为

u( τ，x) = u0 ( x) ，ut ( τ，x) = u1 ( x) ，τ∈Ｒ，( 2)
其中 x ∈ Ｒn ( 1 ≤ n ≤ 3) ，μ 和 λ 是正常数，g ∈
L2
loc ( Ｒ，L

2 ( Ｒn ) ) ，f( x，u) 是满足一定增长条件和耗
散性的光滑非线性项． { ω j}

k
j = 1 是定义在概率空间

( Ω，F，P ) 上双边实值Wiener过程，F是Borel σ-代
数，P是相应的Wiener测度，bj∈Ｒ( j = 1，2，…，k) ，

且满足 sup
1≤j≤k

bj = b
∧
≤ 1，“° ”表示随机项是在

Stratonovich意义下的．
假设非线性函数 h 和 f 满足下列条件:∀x ∈

Ｒn，u∈ Ｒ，有

| f( x，u) |≤ c1 | u | γ + φ1( x) ，φ1( x) ∈ L2( Ｒn) ，( 3)

f( x，u) u － c2F( x，u) ≥ φ2( x) ，φ2( x) ∈ L1( Ｒn) ，( 4)

F( x，u) ≥ c3 | u | γ+1 － φ3( x) ，φ3( x) ∈ L1( Ｒn) ， ( 5)

| fu( x，u) |≤ c4 | u | γ－1 + φ4( x) ，φ4( x) ∈H1( Ｒn) ，( 6)

其中常数 ci ＞ 0( i = 1，2，3，4) ，F( x，u) = ∫
u

0
f( x，s) ds，

当 n = 1，2 时，γ≥ 1，当 n = 3 时，γ∈［1，3) ．
式( 2) 存在 2 个常数 β1、β2，使得

0 ＜ β1 ≤ h( s) ≤ β2 ＜ ∞，∀s∈ Ｒ． ( 7)
关于非自治随机偏微分方程的动力学行为，文

献［1-3］已有很多说明． 关于随机波动方程的吸引
子也有很多文献涉及，如文献［4］研究了带有乘积
噪声项的波动方程吸引子的存在性; 文献［5］阐述
了随机波动方程吸引子的上半连续性问题; 文献

［6］研究发现当噪声的强度任意大时，即使非线性
项有界，也不能保证吸引子存在．有关对随机偏微分
方程的吸引子研究的其他结果可参见文献［7-13］．
本文的方程( 1) 是用来描述非线性波的数学模型，
其中非线性项和乘积噪声的收敛性问题是在处理过

程中的难点和重点．
从以往文献的研究可知: 可加噪声描述的是系

统的外界随机干扰对系统的影响，乘积噪声则描述

了系统的内部随机干扰对系统产生的影响． 由于可
加噪声和乘积噪声对系统的影响存在本质的不同，

所以根据噪声项的不同，对随机波动方程的吸引子

研究可以分成 2 类． 一类是噪声为可加噪声． 文献
［14］证明了当噪声为可加噪声时随机波动方程吸
引子的存在性，并且对吸引子的分形维数做出了估

计;文献［15］对一类带有弱阻尼和可加噪声的随机
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波动方程进行了研究，证明了该方程在 H1
0 ( D) ×

L2 ( D) 中存在随机吸引子． 另一类是噪声为乘积噪
声．文献［16］就带有乘积噪声的随机波动方程的吸
引子存在性问题进行了研究; 文献［6］研究了带阻
尼项和乘积噪声的随机波动方程的随机吸引子，并

得出了随机吸引子的存在性条件．
对于一个 Cauchy 问题来说，在无界域上，要对

随机波动方程所对应的无穷维动力系统进行研究，

最大的难点在于解决 Sobolev嵌入的紧性问题．而本
文借助在文献［4，16］中的处理方法来克服这个困
难，先得出 Ｒn 上有界区域外解的一致估计，再对有

界区域内的解进行分解，以此得到解的渐近紧性，最

后得出该系统存在随机吸引子．
在本文中，‖·‖表示L2( Ｒn) 上的范数，(·，·) 表

示 L2 ( Ｒn ) 上的内积，‖·‖p表示 Lp ( Ｒn ) 空间上的

范数，‖·‖x 表示 Banach空间上的范数．字母 c和
ci ( i = 1，2，…) 表示正常数，其值允许有所变化．

1 基本概念和引理

令 X是可分的Hilbert空间，( Ω，F，P ) 是概率
空间，其中Ω = { ( ω1，ω2，…，ωk ) ∈C( Ｒ，Ｒk ) : ω( 0) =
0} ，F是 Ω 上紧开拓扑诱导的 Borel σ-代数，P 是
( Ω，F ) 上相应的 Wiener测度．定义变换
θtω(·) = ω(·+ t) － ω( t) ，ω∈ Ω，t∈ Ｒ， ( 8)
称( Ω，F，P，( θt ) t∈Ｒ ) 为度量动力系统．
定义 1 若∀τ∈ Ｒ，ω∈ Ω，t，s∈ Ｒ +，有

( i) Φ(·，τ，·，·) :Ｒ+ × Ω × X→ X为( B( Ｒ+ ) ×
F ×B( X) ，B( X) ) -可测;
( ii) Φ( 0，τ，ω，·) 在 X上为恒同映射;
( iii) Φ( t + s，τ，ω，·) = Φ( t，τ + s，θsω，·) °

Φ( s，τ，ω，·) ;
( iv) Φ( t，τ，ω，·) : X→ X连续，

则称定义在X和Ｒ以及( Ω，F，P，( θt ) t∈Ｒ ) 上的映射

Φ: Ｒ + × Ｒ × Ω × X→ X为连续随机动力系统．
令 D表示 X上的非空子集族组成的集合．
定义 2 若∃x0 ∈ X，对所有的 c ＞ 0，τ∈ Ｒ，

ω∈ Ω，满足
lim
t→+∞

e －ctd( D( τ + t，θtω) ，x0 ) = 0．

给定 D∈ D，称 Ω( D) = ( Ω( D，τ，ω) : τ∈ Ｒ，ω∈
Ω) 为 D的 Ω-极限集，其中

Ω( D，τ，ω) =∩
r≥0
∪
t≥r

Φ( t，τ － t，θ－tω，D( τ － t，θ－tω) ) ，

则称X上的非空子集D = ( D( τ，ω) : τ∈Ｒ，ω∈Ω)
是缓增的．

定义3 若∀τ∈Ｒ，ω∈Ω，当 tn→ + ∞，xn∈
D( τ － tn，θ －tnω) ，{ D( τ，ω) : τ∈Ｒ，ω∈Ω} ∈D时，
序列{ Φ( tn，τ － tn，θ －tnω，xn}

∞
n = 1在 X中有收敛子列，

则称随机动力系统 Φ在 X上是 D-拉回渐近紧的．
定义 4 若 ∀τ ∈ Ｒ，ω ∈ Ω，D ∈ D，∃T =

T( D，τ，ω) ＞ 0，当 t≥ T时，有
Φ( t，τ － t，θ －tω，D( τ － t，θ －tω) ) ⊆ K( τ，ω) ，
则称 K = { K( τ，ω) : τ∈Ｒ，ω∈Ω} ∈D是Φ的D-
拉回吸收集．
定义 5 若∀t∈ Ｒ +，τ∈ Ｒ，ω∈ Ω，满足
( i) A( τ，ω) 在 X上是紧的且A 关于 F 在 Ω

中是可测的;

( ii) Φ( t，τ，ω，A( τ，ω) ) = A( t + τ，θtω) ，即
A是不变的;
( iii) A吸引 D 中任意集合，即 ∀D = { D( τ，

ω) : τ∈ Ｒ，ω∈ Ω} ∈ D，有
lim
t→∞

dH( Φ( t，τ － t，θ－tω，D( τ － t，θ－tω) ) ，A( τ，ω) ) = 0，

则称A = {A( τ，ω) : τ∈ Ｒ，ω∈ Ω} ∈ D是 Φ的
D-拉回吸引子，其中 dH是 X上的Hausdorff半距离．
引理 1［1］ 令 D是 X上包含闭的非空子集族．

若Φ在X上是D-拉回渐近紧的，同时在D上存在一
个闭可测的D-拉回吸收集K，则Φ在D上存在唯一
的 D-拉回吸引子A．

2 随机波方程对应的随机动力系统

本部分将阐述式( 1) ～ ( 2) 所表示的连续随机
动力系统．
首先，令 ζ = ut + δu，其中 δ是一个充分小的正

常数，则将式( 1) ～ ( 2) 转化为
du /dt = ζ － δu， ( 8)

dζ /dt － μΔζ + ( μδ － 1) Δu + ( h( u) － δ) ζ +

( δ2 +λ － δh( u) ) u + f( x，u) = g( x，t) +∑
k

j = 1
bju °

dω j /dt， ( 9)
初值为

u( τ，x) = u0 ( x) ，ζ( τ，x) = ζ0 ( x) ， ( 10)
其中 ζ( x) = u1 ( x) + δu0 ( x) ，x∈ Ｒn ．
给定 ω∈ Ω，记

zj ( θtω j ) = － ξ∫
0

－∞
eξs ( θtω j ) ( s) ds，t∈ Ｒ，σ ＞ 0，

则 zj ( θtωj ) ( j = 1，2，…，k) 是 1维 Ornstein-Uhlenbeck

过程． 另外，随机变量 | zj ( θtω j ) | 是缓增的且
zj ( θtω j ) 是连续的，zj ( θtω j ) 满足方程

dzj ( θtω j ) + δzj ( θtω j ) dt = dω j ( t) ．
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接着定义式( 8) ～ ( 10) 所对应的随机动力系统．令

z( θtω) =∑
k

j = 1
bjzj ( ω) ，v( t) = ζ( t) － z( θtω) u( t) ，则

v满足
du /dt = v － δu + z( θtω) u( t) ， ( 11)
dv /dt － μΔv + ( μδ － μz － 1) Δu + ( h( u) － δ) v +

( δ2 + λ － δh( u) ) u + f( x，u) = g( x，t) － zv － ( z +
h( u) － 3δ) zu， ( 12)
初值为

u( τ，x) = u0 ( x) ，v( τ，x) = v0 ( x) ， ( 13)
其中 v0 ( x) = ζ0 ( x) － z( θτω) u0，x∈ Ｒn ．
取充分小的 δ ＞ 0，使得 β1 － δ ＞ 0，λ + δ2 －

β2δ ＞ 0，1 － μδ ＞ 0．令
σ = min{ β1 － δ，λ + δ2 － β2δ，1 － μδ} /2，

假设 g( x，t) 满足:∃σ ＞ 0，使得

∫
0

－∞
eσs‖g(·，s + τ) ‖2ds ＜ ∞，∀τ∈ Ｒ． ( 14)

由式( 14) 可得

lim
k→∞ ∫

0

－∞ ∫ x ≥k
eσs | g( x，s + τ) | 2dxds，∀τ∈ Ｒ． ( 15)

令 E( Ｒn ) = H1 ( Ｒn ) × L2 ( Ｒn ) ，其标准范数为

‖Y‖H1( Ｒn) ×L2( Ｒn) = (‖ u‖2 +‖u‖2 +‖v‖2) 1/2，

Y = ( u，v) ∈ E( Ｒn ) ，

可以定义 E( Ｒn ) 上的等价范数:

‖Y‖E( Ｒn) = ( ‖v‖2 + ( λ + δ2 － β2δ) ‖u‖2 +
( 1 － μδ) ‖ u‖2 ) 1 /2，Y = ( u，v) ∈ E( Ｒn ) ．
引理2［17］ 令φ( t + τ，τ，θ －τω，φ0 ) = ( u( t + τ，

τ，θ －τω，u0 ) ，v( t + τ，τ，θ －τω，v0 ) ) ，其中 φ0 = ( u0，

v0 ) ，且满足条件( 3) ～ ( 7) ，则在 E( Ｒn ) 上，∀ω∈
Ω，τ∈ Ｒ，φ∈ E( Ｒn ) ，式( 11) ～ ( 13) 存在唯一解
φ(·，τ，ω，φ0 ) ∈ C( ［τ，+ ∞ ) ，E( Ｒn ) ) ，其中 φ( τ，
τ，ω，φ0 ) = φ0，且该解关于初值 φ0 连续依赖，此时

方程( 1) ～ ( 2) 生成连续随机动力系统Φ: Ｒ + × Ｒ ×
Ω × E( Ｒn ) → E( Ｒn ) ，

Φ( t，τ，ω，φ0 ) = φ( t + τ，τ，θ －τω，φ0 ) ，∀( t，τ，
ω，φ0 ) ∈ Ｒ + × Ｒ × Ω × E( Ｒn ) ．

3 解的一致估计

本部分对式( 8) ～ ( 10) 的解进行一致估计．
引理 3 假设条件( 3) ～ ( 7) 和式( 14) 成立，

对所有的 τ∈ Ｒ，ω∈ Ω和 D = { D( τ，ω) : τ ∈ Ｒ，
ω∈Ω} ∈ D，则∃T = T( τ，ω，D) ＞ 0，使得当 t≥
T时，式( 11) ～ ( 13) 的解( u，v) 满足
‖Y( τ，τ － t，θ －tω，φ0 ) ‖

2
E( Ｒn) ≤ M( 1 + Ｒ( τ，ω) ) ，

其中 φ0 = ( u0，v0 ) ∈ D( τ － t，θ －tω) ，Ｒ( τ，ω) =

∫
0

－∞
e2∫

s

0
N( r，ω) dr (‖g( x，s + τ)‖2 / ( 2δ) + z( θtω) ) ds，

M是不依赖于 τ、ω、D和 ε的正常数．
证 将式( 12) 与 v在 L2 ( Ｒn ) 中作内积，可得

d‖v‖2 / ( 2dt) + μ‖ v‖2 + ( h( u) － δ)‖v‖2 +
( λ + δ2 － δh( u) ) ( u，v) + ( f( x，u) ，v) － ( 1 － μδ)·
( Δu，v) = ( g( x，t) ，v) － z‖v‖2 － ( z + h －3δ) z( u，
v) + μz( Δu，v) ． ( 16)
由式( 11) 可得
( u，v) = d‖u‖2 / ( 2dt) + δ‖u‖2 －

z( θtω) ‖u‖2， ( 17)
－ ( Δu，v) = d‖ u‖2 / ( 2dt) + δ‖ u‖2 －

z( θtω) ‖ u‖2， ( 18)

( f( x，u) ，v) = d
dt∫Ｒn

F( x，u) dx + δ( f( x，u) ，u) －

z( θtω) ( f( x，u) ，u) ． ( 19)
将式( 17) ～ ( 19) 代入式( 16) ，可得

1
2 ·

d
dt (‖v‖2 + ( λ + δ2 － h( u) δ)‖u‖2 + ( 1 －

μδ)‖ u‖2 + 2∫Ｒn
F( x，u) dx) + ( h( u) － δ)‖v‖2 +

δ( λ + δ2 － δh( u) ) ‖u‖2 + δ( 1 － μδ) ‖ u‖2 +
δ( f( x，u) ，u) + μ‖ v‖2 ≤ ( λ + δ2 － δβ1) z( θtω) ·

‖u‖2 + ( 1 － μδ) z( θtω) ‖ u‖2 + z( θtω) ( f( x，u) ，
u) － z( θtω)‖v‖2 + ( 3δ － β1 － z) z‖u‖‖v‖ + μz( Δu，
v) + ( g( x，t) ，v) ． ( 20)
由式( 3) ～ ( 6) 可得

δ( f( x，u) ，u) ≥ δc2∫Ｒn
F( x，u) dx + δ∫Ｒn

φ2( x) dx， ( 21)

z( θtω) ( f( x，u) ，u) ≤ c1 z( θtω) ∫Ｒn
| u | γ+1dx +

| zθtω | ‖φ1( x)‖
2 /2 +| z( θtω) | ‖u‖2 /2≤2c1∫Ｒn

( F( x，

u) +φ3( x) ) dx/c3 +| z( θtω) | ‖φ1( x)‖
2 /2 +| z( θtω) |·

‖u‖2 /2． ( 22)
由 Cauchy-Schwarz不等式和Young不等式可知
z( θtω) ( 3δ － β1 － z( θtω) )‖u‖‖v‖ + μz( θtω) ( Δu，

v) ≤| z( θtω) | 2
( 3δ － β1 ) ( ‖u‖2 + ‖v‖2 ) ) /2 +

μ‖ v‖2 /2 +| z( θtω) | 2
( ‖u‖2 + ‖v‖2 +

μ‖ u‖2 ) /2， ( 23)
( g( x，t) ，v) ≤‖g( x，t) ‖2 / ( 4δ) + δ‖v‖2 ． ( 24)
将式( 21) ～ ( 24) 代入式( 20) ，得

1
2 ·

d
dt ( ‖v‖2 + ( λ + δ2 － δβ2 ) ‖u‖2 + ( 1 －
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μδ) ‖ u‖2 + 2∫Ｒn
F( x，u) dx) + μ‖ v‖2 /2 +

( β1 －2δ) ‖v‖2 + δ( λ + δ2 － δβ2 ) ‖u‖2 + δ( 1 －

μδ)‖ u‖2 + δc2∫Ｒn
F( x，u) dx≤| z( θtω) | (‖v‖2 +

( λ + δ2 － δβ1 + 1 /2) ‖u‖2 + ( 1 － μδ) ‖ u‖2 +

c1∫Ｒn
F( x，u) dx /c3 ) +| z( θtω) | ( 3δ － β1 ) ( ‖u‖2 +

‖v‖2) /2 +| z( θtω) | 2(‖u‖2 +‖v‖2 + μ‖ u‖2) /

2 + | z( θtω) | ‖φ1( x)‖
2 /2 + c1 | z( θtω) | ‖φ3( x)‖1 /

c3 + δ‖φ2 ( x) ‖1 + ‖g( x，t) ‖2 / ( 4δ) ． ( 25)
令

η1 = min{ δ，δc2 /2，β1 － 2δ} ，

η2 = max{ 3δ /2 + 1，( λ + δ2 － δβ1 +

1 /2 + 3δ /2) / ( λ + δ2 － δβ2) ，c1 / ( 2c3) } ，

γ1 = max{ 1，1 / ( λ + δ2 － δβ2) ，μ / ( 1 － μδ) } ，

γ2 = β1 － 3δ．













( 26)

则式( 25) 可化为
1
2 ·

d
dt ( ‖v‖2 + ( λ + δ2 － δβ2 ) ‖u‖2 + ( 1 －

μδ) ‖ u‖2 + 2∫Ｒn
F( x，u) dx) + μ‖ v‖2 /2 ≤

－ ( η1 －η2 | z( θtω) | － γ1 ( | z( θtω) | 2
/2 + γ2·

| z( θtω) | /2) ) ( ‖v‖2 + ( λ + δ2 － δβ2 ) ‖u‖2 +

( 1 － μδ) ‖ u‖2 + 2∫Ｒn
F( x，u) dx) +| z( θtω) |·

‖φ1( x)‖
2 /2 + c1 z( θtω) ‖φ3( x)‖1 / c3 + δ‖φ2( x)‖1 +

‖g( x，t) ‖2 / ( 4δ) + γ1 | z( θtω) | 2
‖φ3 ( x) ‖1 +

γ1γ2 z( θtω) ‖φ3 ( x) ‖1 ． ( 27)

记

N( τ，ω) = η1 － η2 | z( θtω) | － γ1( | z( θ2ω) | 2 /
2 +γ2 | z( θtω) | /2) ． ( 28)

在［τ － tτ，τ］上对式( 27) 运用 Gronwall不等式得
‖v( τ，τ － t，ω，v0 ) ‖

2 + ( λ + δ2 － δβ2 ) ‖u( τ，
τ － t，ω，u0)‖

2 + ( 1 － μδ)‖ u( τ，τ － t，ω，u0)‖
2 +

2∫Ｒn
F( x，u( τ，τ － t，ω，u0 ) ) dx + ∫

τ

τ－t
e2∫

s

τ
N( s，ω) ds ·

‖ v‖2ds≤e2∫
τ－t

τ
N( s，ω) ds ( ‖v0‖

2 + ( λ + δ2 － δβ2 ) ·

‖u0‖
2 + ( 1 － μδ) ‖ u0‖

2 + 2∫Ｒn
F( x，u0 ) dx) +

∫
τ

τ－t
e2∫

s

τ
N( r，ω) dr ( ‖g( x，s) ‖2 / ( 2δ) + 2c1 | z( θsω) | ·

‖φ3( x)‖1 / c3 +2δ‖φ2( x)‖1 +| z( θsω) | ‖φ1( x)‖
2 +

2γ1 | z( θsω) | 2
‖φ3 ( x) ‖1 + 2γ1γ2 | z( θsω) | ·

‖φ3 ( x) ‖1 ) ds． ( 29)
用 θ －τω代替 ω，则由式( 29) 可得

‖v( τ，τ － t，θ －τω，v0 ) ‖
2 + ( λ + δ2 － δβ2 ) ·

‖u( τ，τ － 1，θ －τω，u0 ) ‖
2 + ( 1 － μδ) ‖ u( τ，τ － t，

θ －τω，u0 ) ‖
2 + 2∫Ｒn

F( x，u( τ，τ － t，θ －τω，u0 ) ) dx +

∫
0

－t
e2∫

s

0
N( s，ω) ds‖ v‖2ds≤ e2∫

－t

0
N( s，ω) ds ( ‖v0‖

2 + ( λ +

δ2 － δβ2 ) ‖u0‖
2 + ( 1 － μδ) ‖ u0‖

2 +2∫Ｒn
F( x，

u0 ) dx) + ∫
0

－t
e2∫

s

0
N( r，ω) dr ( 2c1 | z( θsω) |‖φ3( x)‖1 / c3 +

| z( θsω) | ‖φ1( x)‖
2 +2γ1 | z( θsω) | 2

‖φ3 ( x) ‖1 +

2δ‖φ2 ( x) ‖1 + 2γ1γ2 | z( θsω) |‖φ3 ( x) ‖1 ) ds +

∫
0

－t
e2∫

s

0
N( r，ω) dr‖g( x，s + τ) ‖2 / ( 2δ) ds．

注意到 zj ( θtω) ( j = 1，2，…，k) 具有稳定性和
遍历性，则由 Birkhoff遍历定理可得

lim
t→∞∫

0

－t
| zj ( θtω) | dr / t = E( | zj ( θtω) | ) = 1 / π■ δ，

lim
t→∞∫

0

－t
| zj ( θtω) | 2

dr / t = E( | zj ( θtω) | 2
) = 1 / ( 2δ) ．

所以，∃T1 ( τ，ω，D) ＞ 0，当 t≥T1 ( τ，ω，D) 时，使得

∫
0

－t
| z( θrω) | dr ＜ 2t / π■ δ，∫

0

－t
| z( θrω) | 2

dr ＜ t /δ．

令 b0 为常数，满足

b0 = min{ 1，η1δ π■ δ / ( 4η2■k δ + γ1k π■ δ +

2γ1γ2■k δ) } ，

则∀b
∧
≤ b0，当 s ＜ T1 ( τ，ω，D) 时，有 e2∫

t

0
N( τ，ω) dτ ≤

eσs，从而得到

Ｒ( τ，ω) = ∫
0

－t
e2∫

s

0
N( r，ω) dr ( 2c1 | z( θsω) | ‖φ3( x)‖1 /

c3 + | z( θsω) |‖φ1( x)‖
2 +2γ1 | z( θsω) | 2‖φ3( x)‖1 +

2δ‖φ2 ( x) ‖ + 2γ1γ2 | z( θsω) | ‖φ3 ( x) ‖1 ) ds +

∫
0

－∞
e2∫

s

0
N( r，ω) dr‖g( x，s + τ) ‖2 / ( 2δ) ds．

由 | z( θtω) | 稳定性易得

∫
0

－t
e2∫

s

0
N( r，ω) ds‖ v‖2ds≤ c( 1 + Ｒ( τ，ω) ) ．

由 φ1 ( x) ∈ L2 ( Ｒn ) ，φ2 ( x) ∈ L1 ( Ｒn ) ，φ3 ( x) ∈

L1( Ｒn) 和 | z( θtω) | 的稳定性可得积分Ｒ( τ，ω) 收敛．

当( u0，v0 ) ∈ D( τ － t，θ －tω) 时，可得
lim
t→∞
( ‖v0‖

2 + ( λ + δ2 － δβ2 ) ‖u0‖
2 + ( 1 －
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μδ) ‖ u0‖
2 + 2∫Ｒn

F( x，u0 ) dx) = 0．

并且，由式( 3) 和式( 4) 可得

∫Ｒn
F( x，u0 ) dx≤ c( 1 + ‖u0‖

2 + ‖u0‖γ+1
H1 ) ．

∃T = T( τ，ω，D) ＞ T1 ( τ，ω，D) ，当 t ＞ T时，满足
‖v( τ，τ － 1，θ －τω，v0 ) ‖

2 + ( λ + δ2 － δβ2 ) ·

‖u( τ，τ － t，θ－τω，u0‖
2 + ( 1 － μδ)‖ u( τ，τ － t，

θ －τω，u0 ) ‖
2 ≤M( 1 + Ｒ( τ，ω) ) ．

因此，引理 3 得证．
由引理 3 可得
引理 4 假设条件( 3) ～ ( 7) 和式( 14) 成立，

则定义在 E( Ｒn ) 上的连续随机动力系统 Φ 有吸收
集 D = { D( τ，ω) : τ∈ Ｒ，ω∈ Ω} ∈ D，其中 D( τ，
ω) 定义为

D( τ，ω) = { ( u，v) ∈ E( Ｒn) :‖( u，v)‖2
E( Ｒn) ≤

M( 1 + Ｒ( τ，ω) ) } ．
若令 ρ是光滑函数，并假设对所有的 s∈ Ｒ，有 0≤
ρ( s) ≤ 1，同时令

ρ( s) =
0，0 ≤ s≤ 1，

1，| s |≥ 2，{
则存在正常数 κ1，κ2，满足对所有的 s ∈ Ｒ，有

| ρ'( s) | ≤ κ1 以及 | ρ″( s) |≤ κ2 ． 给定 r ≥ 1，记

Br = { x∈ Ｒn : | x |≤ r} 以及 Br 的补集 Ｒn \Br．

为了得到渐近紧性，需要如下结论．
引理 5 假设条件( 3) ～ ( 7) 和式( 14) 成立，

记{ B( ω) } ∈ D，φ0 ( ω) ∈ B( ω) ．令 ε ＞ 0，τ∈ Ｒ，
ω∈ Ω，D = { D( τ，ω) : τ ∈ Ｒ，ω ∈ Ω} ∈ D，则

∃T
∧

= T
∧
( τ，ω，D，ε) ＞ 0，Ｒ

∧
= Ｒ
∧
( τ，ω，ε) ≥ 1，使得

当 t≥ T
∧
，r≥ Ｒ

∧
时，

∫Ｒn \Br

( | u( τ，τ － t，θ －τω，u0 ) | 2
+| u | 2

+| v( τ，

τ － t，θ －τω，v0 ) |
2
dx≤ ε．

证 将式( 12) 与 ρ( | x | 2
/ r2 ) v在 L2 ( Ｒn ) 中作

内积，可得

1
2·

d
dt∫Ｒn

ρ( | x | 2 / r2) | v | 2dx － μ∫Ｒn
ρ( | x | 2 / r2)·

vΔvdx － ( 1 － μδ) ∫Ｒn
( | x | 2

/ r2 ) vΔudx + ( h( u) －

δ) ∫Ｒn
ρ( | x | 2

/ r2 ) | v | 2
dx + ( λ + δ2 － δh( u) ) ·

∫Ｒn
ρ( | x | 2

/ r2 ) uvdx + ∫Ｒn
ρ( | x | 2

/ r2 ) f( x，u) vdx =

∫Ｒn
ρ( | x | 2

/ r2 ) g( x，t) vdx － z( θtω) ∫Ｒn
ρ( | x | 2

/ r2 ) ·

| v | 2dx －( z( θtω) + h( u) － 3δ) z( θtω) ∫Ｒn
ρ( | x | 2 / r2)·

uvdx + μz( θtω) ∫Ｒn
ρ( | x | 2

/ r2 ) vΔudx． ( 30)

由式( 11) 得到

－ ∫Ｒn
ρ( | x | 2

/ r2 ) vΔudx = － 2x
r2 ∫Ｒn

uρ'( | x | 2
/

r2) vdx + 1
2·

d
dt∫Ｒn

ρ( | x | 2 / r2) | u | 2dx + δ∫Ｒn
ρ( | x | 2 /

r2) | u | 2dx － z( θtω) ∫Ｒn
ρ( | x | 2 / r2) | u | 2dx，( 31)

∫Ｒn
ρ( | x | 2

/ r2 ) f( x，u) vdx = d
dt∫Ｒn

ρ( | x | 2
/ r2 ) ·

F( x，u) dx + δ∫Ｒn
ρ( | x | 2

/ r2 ) f( x，u) udx － z( θtω) ·

∫Ｒn
ρ( | x | 2

/ r2 ) f( x，u) udx， ( 32)

∫Ｒnuρ( | x |
2
/ r2) vdx = 1

2·
d
dt∫Ｒnρ( | x |

2
/ r2) | u | 2dx +

δ∫Ｒn
ρ( | x | 2

/ r2 ) | u | 2
dx － z( θtω) ∫Ｒn

ρ( | x | 2
/ r2 ) ·

| u | 2
dx． ( 33)

根据假设条件( 3) ～ ( 6) 和 Young不等式，有

∫Ｒn
g( x，t) ρ( | x | 2

/ r2 ) vdx ≤ ∫Ｒn
ρ( | x | 2

/ r2 ) ·

( | g( x，t) | 2
/ ( 4δ) +δ‖v‖2 ) dx， ( 34)

∫Ｒn
ρ( | x | 2

/ r2 ) f( x，u) udx≥ c2∫Ｒn
ρ( | x | 2

/ r2 ) ·

F( x，u) dx + ∫Ｒn
ρ( | x | 2

/ r2 ) | φ2 ( x) | dx， ( 35)

z( θtω) ∫Ｒn
f( x，u) ρ( | x | 2

/ r2 ) udx ≤| z( θtω) |·

∫Ｒn
ρ( | x | 2

/ r2 ) ( | φ1 ( x) | 2
+| u | 2
) dx /2 + c1·

∫Ｒn
ρ( | x | 2

/ r2 ) | u | γ+1dx≤ c1 | z( θtω) | ∫Ｒn
ρ( | x | 2

/

r2 ) ( F( x，u) + φ3 ( x) ) dx /c3 +| z( θtω) | ∫Ｒn
ρ( | x | 2

/

r2 ) ( | φ1 ( x) | 2
+| u | 2
) dx /2． ( 36)

由 Cauchy-Schwarz不等式可得

( 3δ － z( θtω) － h( u) ) z( θtω) ∫Ｒn
ρ( | x | 2 / r2) uvdx +

μz( θtω) ∫Ｒn
ρ( | x | 2

/ r2 ) vΔudx ≤ ( 3δ +| z( θtω) | －

β1) | z( θtω) | ∫Ｒn
ρ( | x | 2 / r2) | u | | v | dx － μz( θtω)·
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∫Ｒn
ρ( | x | 2

/ r2 ) u vdx － 2xμz( θtω) ∫Ｒn
ρ'( | x | 2

/ r2 )

uvdx / r2 ≤| z( θtω) | ( 3δ － β1 ) ∫Ｒn
ρ( | x | 2

/ r2 ) ·

( | u | 2 + | v | 2) dx/2 +■2μκ1 | z( θtω) | ∫r≤ x ≤■2r
( | u | 2 +

| v | 2) dx / r + | z( θtω) | 2 ∫Ｒn
ρ( | x | 2 / r2) ( | u | 2 +| v | 2 +

μ | u | 2 /2) dx /2 + μ∫Ｒn
ρ ( | x | 2 / r2) | v | 2dx． ( 37)

将式( 31) ～ ( 37) 代入式( 30) ，得到
1
2·

d
dt∫Ｒn

ρ( | x | 2 / r2) ( | v | 2 + ( δ2 － β2δ +λ) | u | 2 +

( 1 － μδ) | u | 2
+ 2F( x，u) ) dx + ∫Ｒn

ρ( | x | 2
/ r2 ) ·

( ( β1 － 2δ) | v | 2 + δ( λ + δ2 － δβ2) | u | 2 + δ( 1 － μδ)·

| u | 2
+δc2F( x，u) ) dx≤| z( θtω) | ∫Ｒn

ρ( | x | 2
/

r2) ( ( 1 － μδ) | u | 2dx + ( λ + β1δ － δ
2 + 1 /2) | u | 2 +

| v | 2
+c1F( x，u) / c3 ) dx +| z( θtω) | ( 3δ － β1 ) ·

∫Ｒn
ρ( | x | 2

/ r2 ) ( | u | 2
+| v | 2
) dx /2 +| z( θtω) | 2

·

∫Ｒn
ρ( | x | 2

/ r2 ) ( | u | 2
+| v | 2

+ μ | u | 2
/2) dx /2 +

| z( θtω) | ∫Ｒn
ρ( | x | 2 / r2) ( | φ1( x) | 2 /2 + c1 | φ3( x) | /

c3 ) dx + ∫Ｒn
ρ ( | x | 2

/ r2 ) ( δ | φ2 ( x ) | + | g ( x，t ) | 2
/

( 4δ) ) dx +■2κ1μ | z( θtω) | (‖ u‖2 + ‖v‖2) / r +

■2κ1( ( 1 － μδ) (‖ u‖2 + ‖v‖2) + μ(‖ v2‖ +

‖v‖2 ) ) / r． ( 38)
结合式( 26) 和式( 28) 可得，式( 38) 可化成
1
2·

d
dt∫Ｒn

ρ( | x | 2 / r2) ( | v | 2 + ( δ2 － β2δ +λ) | u | 2 +

( 1 － μδ) | u | 2
+ 2F( x，u) ) dx ≤－ N( t，ω) ·

∫Ｒn
ρ( | x | 2

/ r2 ) ( | v | 2
+ ( δ2 － β2δ + λ) | u | 2

+ ( 1 －

μδ) | u | 2
+2F( x，u) ) dx +| z( θtω) | ∫Ｒn

ρ( | x | 2
/

r2 ) ( | φ1 ( x) | 2
/2 + c1 | φ3 ( x) | / c3 ) dx + ∫Ｒn

ρ( | x | 2
/

r2 ) ( δ | φ2 ( x) | + | g( x，t) | 2
/ ( 4δ) ) dx +■2κ1 ( η3·

(‖ u‖2 +‖v‖2 +‖ v‖2) + μ | z( θtω) | (‖ u‖2 +

‖v‖2 ) ) / r， ( 39)
其中 η3 = max{ μ，1 － μδ + μ} ．

由式( 3) ～ ( 6) 可知，给定一个 ε ＞ 0，∃Ｒ
∧

0 =

Ｒ
∧

0 ( τ，ω，ε) ≥ 1，使得当 r≥ Ｒ
∧

0 时，有

| z( θtω) | ∫Ｒn
ρ( | x | 2

/ r2 ) ( | φ1 ( x) | 2
/2 + c1·

| φ3 | / c3 ) dx +δ∫Ｒn
ρ( | x | 2

/ r2 ) | φ2 ( x) | dx ≤

∫
x ≥r

ρ( | x | 2
/ r2 ) ( | φ1 ( x) | 2

/2 + c1 | φ3 | / c3 ) dx +

δ∫
x ≥r

ρ( | x | 2
/ r2 ) | φ2 ( x) | dx≤ ε /2． ( 40)

再结合式( 39) 和式( 40) ，可得
d
dt∫Ｒn

ρ( | x | 2 / r2) ( | v | 2 + ( δ2 － β2δ + λ) | u | 2 +

( 1 － μδ) | u | 2
+ 2F( x，u) ) dx ≤－ 2N( t，ω) ·

∫Ｒn
ρ( | x | 2 / r2) ( | v | 2 + ( δ2 － β2δ + λ) | u | 2 + ( 1 － μδ)·

| u | 2 +2F( x，u) ) dx + ■2 2κ1( η3(‖ u‖2 +‖v‖2 +

‖ v‖2 ) + μ | z( θtω) | ( ‖ u‖2 + ‖v‖2 ) ) / r +

μ | z( θtω) | ∫Ｒn
ρ( | x | 2 / r2) | v | 2dx + ∫Ｒn

ρ( | x | 2 / r2)·

| g( x，t) | 2
dx / ( 2δ) + ε． ( 41)

在［τ － t，τ］上对式( 41) 运用 Gronwall不等式，得

∫Ｒn
ρ( | x | 2 / r2) ( | v( τ，τ － t，ω，v0) | 2 + ( δ2 － β2δ +

λ) | u( τ，τ － t，ω，u0 ) | 2
+ ( 1 － μδ) ‖ u‖2 +

( 1 －μδ) | u( τ，τ － t，ω，u0 ) | 2
+ 2F( x，u( τ，τ － t，

ω，u0 ) ) ) dx≤ e2∫
τ－t

τ
N( s，ω) ds∫Ｒn

ρ( | x | 2
/ r2 ) ( | v0 | 2

+

( δ2 －β2δ + λ) | u0 | 2
+ ( 1 － μδ) | u0 | 2

+ 2F( x，

u0) ) dx + ∫
τ

τ－t
e2∫

s

τ
N( r，ω) dr

■2 2κ1( η3(‖ u‖2 +‖v‖2 +

‖ v‖2 ) + μ | z( θtω) | ( ‖ u‖2 + ‖v‖2 ) ) ds /

r +∫
τ

τ－t
e2∫

s

τ
N( r，ω) drρ( | x | 2

/ r2 ) | g( x，s) | 2
ds / ( 2δ) +

ε∫
τ

τ－t
e2∫

s

τ
N( r，ω) drds． ( 42)

用 θ －τω代替 ω，则由式( 42) 可得

∫Ｒn
ρ( | x | 2

/ r2 ) ( | v( τ，τ － t，θ －τω，v0 ) |
2
+ ( δ2 －

β2δ + λ) | u( τ，τ － t，θ －τω，u0 ) | 2
+ ( 1 － μδ) ·

| u( τ，τ － t，θ －τω，u0 ) | 2
+ 2F( x，u( τ，τ － t，θ －τω，

u0 ) ) ) dx ≤ e2∫
τ－t

τ
N( s－τ，ω) ds∫Ｒn

ρ( | x | 2
/ r2 ) ( | v0 | 2

+
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( δ2 －β2δ + λ) | u0 | 2
+ ( 1 － μδ) | u0 | 2

+ 2F( x，

u0) ) dx + ∫
τ

τ－t
e2∫

s

τ
N( r－τ，ω) dr

■2 2κ1( η3(‖ u‖2 +‖v‖2 +

‖ v‖2) +μ | z( θtω) | (‖ u‖2 + ‖v‖2) ) ds / r +

∫
τ

τ－t
e2∫

s

τ
N( r－τ，ω) drρ( | x | 2

/ r2 ) | g( x，s) | 2
ds / ( 2δ) +

ε∫
τ

τ－t
e2∫

s

τ
N( r，ω) drds≤e2∫

－t

0
N( s，ω) ds∫Ｒn

ρ( | x | 2
/ r2 ) ( | v0 | 2

+

( δ2 － β2δ + λ) | u0 | 2
+ ( 1 － μδ) | u0 | 2

+ 2F( x，

u0) ) dx + ∫
0

－t
e2∫

s

0
N( r，ω) dr

■2 2κ1( η3(‖ u‖2 + ‖v‖2 +

‖ v‖2 ) +μ | z( θtω) | ( ‖ u‖2 + ‖v‖2 ) ) ds /

r +∫
0

－t
e2∫

s

0
N( r，ω) drρ( | x | 2

/ r2 ) | g( x，s + τ) | 2
ds / ( 2δ) +

ε∫
0

－t
e2∫

s

0
N( r，ω) drds．

由 φ0( ω) ∈ B( ω) 可知，∃T
∧

1 = T
∧

1( τ，ω，D，ε) ＞

0，Ｒ
∧

1 = Ｒ
∧

1( τ，ω，ε) ＞ 1使得∀t ＞ T
∧

1 和∀b
∧
≤ b0，有

e2∫
－t

0
N( s，ω) ds∫Ｒn

ρ( | x | 2 / r2) ( | v0 | 2 + ( δ2 － β2δ + λ) | u0 | 2 +

( 1 － μδ) | u0 | 2
+ 2F( x，u0 ) ) dx≤ ε． ( 43)

同理可得，∃T
∧

2 = T
∧

2 ( τ，ω，D，ε) ＞ 0，Ｒ
∧

2 = Ｒ
∧

2 ( τ，ω，

ε) ＞ 1使得∀t ＞ T
∧

2，∀r ＞ Ｒ
∧

2 以及∀b
∧
≤ b0，由式

( 15) 得

ε∫
0

－∞
e2∫

s

τ
N( r，ω) drds + ∫

0

－∞
e2∫

s

τ
N( r，ω) dr ( ∫

x ＞ r
| ρ( | x | 2 /

r2 ) g( x，t) | 2
/ ( 2δ) dx) ds≤ 2ε． ( 44)

由引理3可得，∃T
∧

3 = T
∧

3 ( τ，ω，D，ε) ＞ 0，Ｒ
∧

3 =

Ｒ
∧

3 ( τ，ω，ε) ＞ 1，使得∀t ＞ T
∧

3，∀r ＞ Ｒ
∧

3，有

∫
0

－t
e2∫

s

0
N( r，ω) dr

■2 2κ1( η3(‖ u‖2 +‖v‖2 +‖ v‖2) +

μ | z( θtω) | ( ‖ u‖2 + ‖v‖2 ) ) ds / r ≤ ε( 1 +

Ｒ
∧

3 ) ． ( 45)

令 T
∧

= max{ T
∧

1，T
∧

2，T
∧

3 } ，Ｒ
∧

= max{ Ｒ
∧

1，Ｒ
∧

2，Ｒ
∧

3 } ，

则结合式( 43) ～ ( 45) 可得，∀t≥ T
∧
，∀r≥ Ｒ

∧
，有

∫
x ＞■2 r

ρ( | x | 2
/ r2 ) ( | v( τ，τ － t，θ －τω，v0 ) |

2
+

( δ2 － β2δ + λ) | u( τ，τ － t，θ－τω，u0) |
2
+ ( 1 － μδ) ·

| u( τ，τ － t，θ －τω，u0 ) | 2
+ 2F( x，u( τ，τ － t，θ －τω，

u0 ) ) ) dx≤ 4ε( 1 + Ｒ
∧
) ．

因此，引理 5 得证．
设 ρ� = 1 － ρ，当 r≥ 1 时，令

u�( t，τ，ω，u�0 ) = ρ�( | x | 2
/ r2 ) u( t，τ，ω，u0 ) ，

v�( t，τ，ω，v�0 ) = ρ�( | x | 2
/ r2 ) v( t，τ，ω，v0 ) ，

{ ( 46)

此时在有界域 B2r 上，φ�( t，τ，ω，φ�0 ) = ( u�( t，τ，ω，

u�0 ) ，v�( t，τ，ω，v�0 ) ) 是方程( 11) ～ ( 13) 的解，其中

φ�0 = ρ�( | x | 2 / r2) φ0 ∈ E( B2r ) ．式( 12) 乘以 ρ�( | x | 2 /
r2 ) 且应用式( 46) ，可得

u�t + δu� － v� = ρ�z( θtω) ，

v�t － μΔv� + ( h( u) － δ) v� － ( 1 － μδ) Δu� + ( λ +

δ2 － δh( u) ) u� + ρ�f( x，u) = ρ�g( x，t) － zv� － ( z + h －
3δ) zu� + μzΔu� － 2μ v ρ� － μvΔρ� － 2( 1 － μδ) u·

ρ� － ( 1 － μδ) uΔρ� － 2μz u ρ� － μzuΔρ�． ( 47)
考虑如下问题:

－ Δu� = λu�，u� ∂Q2r
= 0， ( 48)

则由方程( 48) 可得特征函数族{ ei} i∈n，同时相应的

特征值为{ λ i} i∈n，并满足 λ1 ≤ λ2 ≤…≤ λ i，λ i →
+ ∞ ( i→+ ∞ ) ，由此可知{ ei} i∈N是 L2 ( B2r ) 上的一

组标准正交基．
给定 n，令Xn = span{ e1，e2，…，en} ，Pn : L

2( B2r ) →
Xn 是投影算子，记 Qn = I － Pn．
引理 6 假设条件( 3) ～ ( 7) 和式( 14) 成立，

则对所有的 ε ＞ 0，τ∈Ｒ，ω∈Ω和 D = { D( τ，ω) :

τ∈Ｒ，ω ∈ Ω} ∈ D，∃T� = T�( τ，ω，D，ε) ＞ 0，

Ｒ� = Ｒ�( τ，ω，ε) ≥1，N� = N�( τ，ω，ε) ＞ 0，使得当 t≥

T�，r≥ Ｒ�，n≥ N�时，有
‖Qnu�( τ，τ － t，θ －τω) ‖H10( B2r)

+‖Qnv�( τ，τ － t，

θ －τω) ‖L2( B2r) ≤ ε．

证 令 u�n，1 = Pnu�，u�n，2 = ( I － Pn ) u�，v�n，1 =

Pnv�，v�n，2 = ( I － Pn ) v�．对式( 47) 应用Qn = I － Pn，再

和 v�n，2 在 L2 ( B2r ) 上作内积，可得

( 1 /2)·d‖v�n，2‖
2 /dt + μ‖ v�n，2‖

2 + ( h( u) －

δ) ‖v�n，2‖
2 + ( λ + δ2 － δh( u) ) ( u�n，2，v�n，2 ) － ( 1 －

μδ) ( Δu�n，2，v�n，2 ) + ( ρ�f( x，u) ，v�n，2 ) = ( Qnρ�g( x，t) ，

v�n，2) － z‖v�n，2‖
2 － ( z + h － 3δ) z( u�n，2，v�n，2) + μz( Δu�n，2，

v�n，2 ) － 2μ( v ρ�，v�n，2 ) － μ( vΔρ�，v�n，2 ) － 2( 1 － μδ)·

( u ρ�，v�n，2) － ( 1 － μδ) ( uΔρ�，v�n，2) －2μz( u ρ�，v�n，2 ) －

μz( uΔρ�，v�n，2 ) ． ( 49)
对式( 49) 进行逐项估计可得
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( u�n，2，v�n，2) ≥ ( 1 /2)·d‖u�n，2‖
2 /dt + δ‖u�n，2‖

2 －

| z( θtω) |‖u�n，2‖
2， ( 50)

－ ( Δu�n，2，v�n，2 ) ≥ ( 1 /2)·d‖ u�n，2‖
2 /dt + δ·

‖ u�n，2‖
2 － z( θtω) ‖ u�n，2‖

2， ( 51)

( Qnρ�f( x，u) ，v�n，2 ) = d( Qnρ�f( x，u) ，u�n，2 ) /dt +

δ( Qnρ�f( x，u) ，u�n，2) － ( Qnρ�fu( x，u) u1，u�n，2) － z( θtω) ·

( Qnρ�f( x，u) ，u�n，2 ) ． ( 52)
将式( 50) ～ ( 52) 代入式( 49) ，得
( 1 /2)·d(‖v�n，2‖

2 + ( λ + δ2 － δβ2)‖u�n，2‖
2 +

( 1 － μδ) ‖ u�n，2‖
2 + 2( Qnρ�f( x，u) ，u�n，2 ) ) /dt +

( β1 －δ) ‖v�n，2‖
2 + δ( λ + δ2 － δβ2 ) ‖u�n，2‖

2 +

δ( 1 －μδ) ‖ u�n，2‖
2 + δ( Qnρ�f( x，u) ，u�n，2 ) +

μ‖ v�n，2‖
2 ≤( λ + δ2 － δβ1 ) | z( θtω) | ‖u�n，2‖

2 +

( 1 － μδ) | z( θtω) | ‖ u�n，2‖
2 +| z( θtω) | ‖v�n，2‖

2 +

( z + β2 － 3δ) z ‖u�n，2‖‖v�n，2‖ + ( Qnρ�g( x，t) ，

v�n，2 ) + μz( Δu�n，2，v�n，2 ) － 2μ( v ρ�，v�n，2 ) － μ( vΔρ�，

v�n，2) － 2( 1 － μδ) ( u ρ�，v�n，2) － ( 1 － μδ) ( uΔρ�，v�n，2) －

2μz( u ρ�，v�n，2 ) － μz( uΔρ�，v�n，2 ) + z( θtω) ( Qnρ�f( x，

u) ，u�n，2 ) + ( Qnρ�fu ( x，u) ut，u�n，2 ) ． ( 53)
接下来对不等式( 53) 的右边进行逐项估计，由

Poincaré不等式、Young 不等式和 Gagliardo-Nirenberg
不等式( n = 3 的情形) 得，对所有的 γ ＜ 3，有
( Qnρ�fu ( x，u) ，u�n，2 ) ≤ c‖φ4 ( x) ‖6‖ut‖ ·

‖u�n，2‖3 + c‖ut‖‖u‖γ－1
6 ‖u�n，2‖6 / ( 4－γ) ≤ c‖ut‖·

‖u�n，2‖
1/2‖ u�n，2‖

1/2 + c‖ut‖‖ u‖γ－1‖u�n，2‖
( 3－γ) /2·

‖ u�n，2‖
( γ－1) /2 ≤δ‖ u�n，2‖

2 /4 + cλ －1 /2
n+1 ‖ut‖

2 +

cλ ( γ－3) /2n+1 ‖ut‖
2‖ u‖2γ－2 ≤ δ‖ u�n，2‖

2 /4 +

cλ －1 /2
n+1 ( ‖u‖2 + ‖v‖2 + ‖u‖4 +| z( θtω) | 4

) +

cλ( γ－3) /2n+1 ( 1 +‖ u‖6 +‖v‖6 +| z( θtω) | 6/ ( 3－γ) ) ． ( 54)
由 Young不等式可得

( 3δ － β1 － z( θtω) ) | z( θtω) | ‖u�n，2‖‖v�n，2‖ +

μ | z( θtω) | ( Δu�n，2，v�n，2 ) ≤ ( 3δ － β1 +| z( θtω) | )·
| z( θtω) |‖u�n，2‖‖v�n，2‖ + μ | z( θtω) | ( Δu�n，2，
v�n，2 ) ≤| z( θtω) | ( 3δ － β1 ) ( ‖u�n，2‖

2 +‖v�n，2‖
2 ) /

2 + μ‖ v�n，2‖
2 +| z( θtω) | 2(‖u�n，2‖

2 + ‖v�n，2‖
2 +

μ‖ u�n，2‖ /2) /2， ( 55)

－ 2zμ( u ρ�，v�n，2) － μz( uΔρ�，v�n，2) ≤ δ‖v�n，2‖
2 /

2 + ■8 2μ2 | z( θtω) | 2κ1‖ u‖2 / ( δr) +8μ2κ2 | z( θtω) | 2·

‖u‖2 / ( δr2 ) ， ( 56)
( Qnρ�g( x，t) ，v�n，2 ) ≤ ‖Qnρ�g( x，t) ‖

2 / ( 4δ) +

δ‖v�n，2‖
2， ( 57)

－ 2μ( v ρ�，v�n，2 ) － μ( vΔρ�，v�n，2 ) － 2( 1 － μδ)·

( u ρ�，v�n，2 ) － ( 1 － μδ) ( uΔρ�，v�n，2 ) ≤ ■4 2κ1μ( v，

v�n，2 ) / r + 8κ2μ( v，v�n，2 ) / r2 + ■4 2κ1 ( 1 － μδ) ( u，

v�n，2 ) / r + 8κ2 ( 1 － μδ) ( u，v�n，2 ) / r
2 ≤ δ‖v�n，2‖

2 /4 +
c‖ v‖2 / r2 + c ( ‖ u‖2 + ( ‖ v‖2 +‖ u‖2 ) /
r2 ) / r2 ． ( 58)
结合式( 53) ～ ( 58) ，得到
( 1 /2)·d(‖v�n，2‖

2 + ( λ + δ2 － δβ2)‖u�n，2‖
2 +

( 1 － μδ) ‖ u�n，2‖
2 + 2( Qnρ�f( x，u) ，u�n，2 ) ) /dt +

η1 ( ‖v�n，2‖
2 + ( λ + δ2 － δβ2 ) ‖u�n，2‖

2 + δ( 1 －

μδ) ‖ u�n，2‖
2 + 2( Qnρ�f( x，u) ，u�n，2 ) ) ≤ z η2·

( ‖v�n，2‖
2 + ( λ + δ2 － δβ2 ) ‖u�n，2‖

2 + ( 1 － μδ) ·

‖ u�n，2‖
2 +2( Qnρ�f( x，u) ，u�n，2) ) + z 2γ1(‖v�n，2‖

2 +

( λ + δ2 － δβ2 ) ‖u�n，2‖
2 + ( 1 － μδ) ‖ u�n，2‖

2 +

2( Qnρ�f( x，u) ，u�n，2) ) /2 + c‖ v‖2 / r2 + c(‖ u‖2 +

( ‖ v‖2 +‖ u‖2 ) / r2 + ■8 2 μ2 κ1 z 2‖ u‖2 /

( rδ) + 8μ2κ2 z 2‖u‖2 / ( r2δ) ) / r2 + cλ－1 /2
n+1 (‖u‖2 +

‖v‖2 +‖u‖4 +| z( θtω) | 4) + cλ( γ－3) /2n+1 ( 1 +‖ u‖6 +

‖v‖6 + z 6/ ( 3－γ) ) +‖Qnρ�g( x，t)‖
2 / ( 4δ) － ( 2 z η2 +

z 2γ1 ) ( Qnρ�f( x，u) ，u�n，2 ) ， ( 59)

其中 η1、η2 和 γ1 由式( 26) 得到．
由式( 3) 、Cauchy 不等式以及 Poincaré 不等式

可得

( 2η1 － δ + 2 z η2 + z 2γ1 ) | ( Qnρ�f( x，u) ，

u�n，2 ) |≤ c( 1 + z 2 ) ∫Ｒn
u γu�n，2dx + c( 1 + z 2 ) ·

∫Ｒn
φ1 ( x) u�n，2dx ≤ c( 1 + z 2 ) ‖u‖γ

2γ‖un，2‖ +

c( 1 + z 2)‖φ1( x)‖‖u�n，2‖≤ c( 1 + z 2)‖ u‖γ·

‖u�n，2‖ + c( 1 + z 2 ) ‖φ1 ( x) ‖‖u�n，2‖≤ c( 1 +

z 2 ) ‖ u‖γλ －1 /2
n+1 ‖ u�n，2‖ + c( 1 + z 2 ) ·

‖φ1 ( x) ‖λ －1 /2
n+1 ‖ u�n，2‖≤ δ‖ u�n，2‖

2 /4 + cλ －1
n+1·

( z 12 / ( 3－γ) + ‖ u‖6 + 1) ． ( 60)

令 φ� = ‖v�n，2‖
2 + ( λ + δ2 － δβ2 ) ‖u�n，2‖

2 +

( 1 －μδ) ‖ u�n，2‖
2 + 2( Qnρ�f( x，u) ，u�n，2 ) ，则结合式

( 59) 和式( 60) ，可得
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( 1 /2)·dφ�( t，ω，φ�0 ) /dt + ( η1 － η2 | z( θtω) | －
γ1 | z( θtω) | 2 /2) φ�( t，ω，φ�0) ≤ ■8 2μ2κ1 | z( θtω) | 2·
‖ u‖2 / ( rδ) + 8μ2κ2 | z( θtω) | 2

/ ( r2δ) ‖u‖2 +

c‖ v‖2 / r2 + c( ‖ u‖2 + ( ‖v‖2 +‖u‖2 ) / r2 ) /
r2 +‖Qnρ�g( x，t)‖

2 / ( 4δ) + cλ－1 /2
n+1 (‖u‖2 +‖v‖2 +

‖u‖4 +| z( θtω) | 4) + cλ( γ－3) /2n+1 ( 1 +‖ u‖6 +‖v‖6 +

z 6 / ( 3－γ) ) + cλ－1
n+1( | z( θtω) | 12 / ( 3－γ) +‖ u‖6 + 1) ．

当 λn→+ ∞，n→+ ∞ 时，对于任意给定的 ε ＞

0，∃T�1 = T�1 ( τ，ε，D，ω) ＞ 0，N� = N�( τ，ω，ε) ＞ 0，

Ｒ�1 = Ｒ�1( τ，ε，ω) ＞ 1，使得∀n≥ N�和∀r≥ Ｒ�，满足

( 1 /2) ·dφ�( t，ω，φ�0) /dt + N( t，ω) φ�( t，ω，φ�0) ≤
ε( 1 + ‖ u‖6 + ‖v‖6 ) + ε‖ v‖2 + ε( 1 +

| z( θtω) | 12 / ( 3－γ)
) +‖Qnρ�g( x，t) ‖

2 / ( 4δ) ． ( 61)

在［τ － t，τ］上对式( 61) 运用Gronwall不等式，
用 θ －τω代替 ω，得到

φ�( t，ω，φ�0) ≤ce2∫
－ t

0
N( s，ω) ds∫Ｒn(1 +‖v0‖

2 +‖ u0‖
6) dx +

ε∫
0

－t
e2∫

s

0
N( r，ω) dr‖ v‖2ds + ∫

0

－t
e2∫

s

0
N( r，ω) dr‖Qnρ�g( s +

τ)‖2ds / ( 2δ) + ε∫
0

－t
e2∫

s

0
N( r，ω) dr ( 1 + | z( θtω) | 12/ ( 3－γ) ) ds +

ε∫
0

－t
e2∫

s

0
N( r，ω) dr ( 1 + ‖ u‖6 + ‖v‖2 ) ds． ( 62)

由 z( θtω) 的缓增性可得

∫
0

－t
e2∫

s

0
N( r，ω) dr ( 1 +| z( θtω) | 12 / ( 3－γ) ) ds≤∫

0

－t
eη1s ( 1 +

| z( θtω) | 12 / ( 3－γ)
) ds ＜ + ∞ ． ( 63)

由引理 3 ～ 引理5可知，∃T�2 = T�2( τ，ε，D，ω) ＞

0，Ｒ�2 = Ｒ�2 ( τ，ε，ω) ＞ 1，使得∀t ＞ T�2，∀r ＞ Ｒ�2，有

ce2∫
－t

0
N( s，ω) ds∫Ｒn
( 1 + ‖ u‖6 + ‖v‖2 ) dx≤ ε，( 64)

ε∫
0

－t
e2∫

s

0
N( r，ω) dr ( 1 + ‖ u‖6 + ‖v‖2 ) ds≤ ε，( 65)

ε∫
0

－t
e2∫

s

0
N( r，ω) dr‖ v‖2ds≤ ε． ( 66)

由式( 14) ～ ( 15) 可知，∃T�3 = T�3( τ，ε，D，ω) ＞

0，Ｒ�3 = Ｒ�3 ( τ，ε，ω) ＞ 1，使得∀t ＞ T�3，∀r ＞ Ｒ�3，有

∫
0

－∞
e∫

s

0
2N( r，ω) dr‖Qnρ�g( x，s) ‖

2ds≤ ε． ( 67)

综合式( 62) ～ ( 67) 可得
φ�( t，ω，φ�0 ) ≤ c．

令 T� = max{ T�1，T�2，T�3 } ，Ｒ� = max{ Ｒ�1，Ｒ�2，Ｒ�3 } ，

∀t≥ T�，∀r≥ Ｒ�，∀n≥ N�，对于吸收集 D ∈ D，且
φ0 ∈D( ω) ，满足

‖φ�n，2 ( τ，τ － t，θ －τω，φ�n，2，0 ) ‖
2
E( B2r) ≤ cε．

从而引理 6 得证．

4 随机吸引子的存在性

最后，证明系统 Φ存在 D-拉回吸引子．
引理 7 假设条件( 3) ～ ( 7) 和式( 14) 成立，

则在 E( Ｒn ) 上，方程( 1) ～ ( 2) 所对应的随机动力
系统 Φ是 D-拉回渐近紧的．
证 应用引理 3、引理 5 及引理 6 可证．
因此，得出本文主要结论．
定理 1 假设条件( 3) ～ ( 7) 和式( 14) 成立，

则系统 Φ在 E( Ｒn ) 上存在唯一的 D-拉回吸引子．
证 由引理4可知，随机动力系统Φ存在D-拉

回吸收集．同时，由引理 2 和引理 7 可得，在 E( Ｒn )

上，Φ是 D-拉回渐近紧的． 则由引理 1 可得，在
E( Ｒn ) 上 Φ存在唯一的 D -拉回随机吸引子．
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The Ｒandom Attractors for Non-Autonomous Stochastic Wave Equations with
Multiplicative Noise and Strongly Damped Terms on Unbounded Domains

LI Bowen，LI Xiaojun*

( School of Science，Hohai University，Nanjing Jiangsu 210098，China)

Abstract: The attractor for non-autonomous strongly damped stochastic wave equation with multiplicative noise on
unbounded domains is studied． By using the uniform estimates and decomposition technique of the solutions for
transformed system，the pullback asymptotic compactness of the corresponding system is obtained，finally getting the
existence of random attractor for original system．
Key words: wave equations; random attractor; asymptotic compactness; strongly damping; unbounded domains
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