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摘要：借助 Ｃｌｉｆｆｏｒｄ 半群序和理论，该文提出了 ２ 种 ｎ⁃一致模的构造方法． 基于这些构造方法，可以构造许

多新的 ｎ⁃一致模． 利用这些构造方法，证明了对具有连续基础算子 ｎ⁃一致模的分解定理的逆命题都成立．
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０　 引言

为将一致模算子和零模算子纳入统一的框架，
Ｐ． Ａｋｅｌｌａ［１］于 ２００７ 年提出了 ｎ⁃局部单位元的概念，
定义了 ｎ⁃一致模，研究了它们的基本结构． 鉴于２⁃一
致模是一类非常重要的 ｎ⁃一致模， Ｚｏｎｇ Ｗｅｎｗｅｎ
等［２］研究了 ２⁃一致模的结构，根据 ２⁃一致模在 ３ 点
（０，１）、（０，ｚ１）和（ ｚ１，１）的可能取值，将 ２⁃一致模分
成 ５ 个相互独立的子类，完全刻画了其中的 ３ 个子
类的结构，剩下的 ２ 个子类的结构还有部分没有刻
画． 这表明完全刻画所有 ２⁃一致模的结构是困难
的，自然完全刻画所有 ｎ⁃一致模的结构也是困难
的． 因此后来的研究者通过附加一些特殊性质的办
法来研究它们的结构． 主要是从 ３ 个方面附加特殊
性质：（ｉ）附加代数性质，如将 ｎ⁃一致模的 ｎ⁃单位元
取为特殊的 ２⁃单位元，就能分别获得零模［３］、一致
零模和零一致模［４⁃６］，或要求每个元素都是幂等元，
就获得幂等 ｎ⁃一致模的结构刻画［７］ ． （ ｉｉ）附加一些
分析性质，如要求基础算子是连续的，文献［７⁃９］对
这类 ｎ⁃一致模算子进行了深入研究． （ ｉｉｉ）附加一些
逻辑性质或应用要求，如研究２⁃一致模算子的迁移
性、分配性和条件分配性等，覃锋研究团队［１０］ 和刘
华文研究团队［２］在这方面做了大量的研究工作．

本文将从构造的角度来研究 ｎ⁃一致模，这不同

于上述研究思路． 详细说来就是，借助 Ｃｌｉｆｆｏｒｄ 半群
序和理论，提出了 ２ 种 ｎ⁃一致模的构造方法，基于这
些构造方法，可以构造许多新的 ｎ⁃一致模． 此外，利
用这些构造方法，证明了在文献［８］中对具有连续
基础算子 ｎ⁃一致模的分解定理的逆命题都成立．

１　 预备知识

首先回顾三角模、三角余模和一致模的概念及
其相关性质［１１⁃１３］ ．

称二元函数 Ｔ：［０，１］ ２→［０，１］为三角模（简称
Ｔ⁃模），若它满足交换性、结合性、关于每个变元递增
且有单位元 １． 称二元函数 Ｓ：［０，１］ ２→［０，１］为三
角余模（简称 Ｔ⁃余模），若它满足交换性、结合性、关
于每个变元递增且有单位元 ０． 三角模的对偶函数
是三角余模． 对于任意的三角模 Ｔ 都可以通过方程
Ｓ（ｘ，ｙ） ＝ １ － Ｔ（１ － ｘ，１ － ｙ）获得它的对偶三角余模
Ｓ，反之亦然． 这揭示了三角模和三角余模之间的对
偶性．

称二元函数 Ｕ：［０，１］ ２→［０，１］为一致模，若 Ｕ
满足结合性、交换性、关于每个变元单调递增，并且
存在点 ｅ∈［０，１］使得∀ｘ∈［０，１］有 Ｕ（ｘ，ｅ） ＝ ｘ． 此
时称 ｅ 为 Ｕ 的单位元．

显然当 ｅ ＝ １ 和 ｅ ＝ ０ 时，Ｕ 分别退化为三角模
和三角余模． 当一致模 Ｕ 的单位元 ｅ∈（０，１）时，称
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Ｕ 为真一致模． 此外，由一致模的结合性和单调性不
难获得 Ｕ（０，１）∈｛０，１｝，当 Ｕ（０，１） ＝ ０ 时，称 Ｕ 为
合取一致模，当 Ｕ（０，１） ＝ １ 时，称 Ｕ 为析取一致
模［１２］ ． 为了方便叙述，本文仅考虑真一致模． 对于任

意真一致模 Ｕ，定义 ２ 个二元算子 ＴＵ、ＳＵ：［０，１］ ２→
［０，１］分别为 ＴＵ （ ｘ，ｙ） ＝ Ｕ（ ｅｘ，ｅｙ） ／ ｅ，ＳＵ （ ｘ，ｙ） ＝
（Ｕ（ｅ ＋ （１ － ｅ）ｘ，ｅ ＋ （１ － ｅ） ｙ） － ｅ） ／ （１ － ｅ） ． 显然

ＴＵ 和 ＳＵ 分别是三角模和三角余模． 换句话说，任意

真一致模 Ｕ 在区域［０，ｅ］ ２ 上是一个三角模，在区域

［ｅ，１］ ２ 上是一个三角余模． ＴＵ 和 ＳＵ 分别被称为基
础三角模和基础三角余模，把单位区域内的剩余部
分记为 Ａ（ｅ），即

Ａ（ｅ） ＝ ［０，ｅ） × （ ｅ，１］∪（ ｅ，１］ × ［０，ｅ） ＝ ［０，

１］ ２ ＼（［０，ｅ） ２∪［ｅ，１］ ２） ．
在区域 Ａ（ｅ）内，任意一致模 Ｕ 的取值均以它变元的
取小和取大作为约束边界，即∀（ｘ，ｙ）∈Ａ（ｅ）都有

ｍｉｎ（ｘ，ｙ）≤Ｕ（ｘ，ｙ）≤ｍａｘ（ｘ，ｙ） ．
称一致模 Ｕ 具有连续的基础算子，若它的基础

三角模 ＴＵ 和基础三角余模 ＳＵ 都是连续的． 为了表
述的完整性，接下来回顾零模的定义． 所谓零模就是
二元函数 Ｆ：［０，１］ × ［０，１］→［０，１］满足结合性、交
换性、关于每个变元单调递增，∃ｚ１ ∈［０，１］使得

∀ｘ∈［０，１］有 Ｆ（ｚ１，ｘ） ＝ ｚ１，当 ｘ≤ｚ１ 时，有 Ｆ（０，ｘ） ＝
ｘ，当 ｘ≥ｚ１ 时，有 Ｆ（１，ｘ） ＝ ｘ，此时称 ｚ１ 为 Ｆ 的零元
或零化子． 下面介绍 ｎ⁃一致模算子的定义与基本性
质，ｎ⁃一致模是一致模和零模的推广．

定义 １［１⁃２］ 　 若 Ｕｎ：［０，１］ ２→［０，１］为二元交换

函数，０ ＝ ｚ０ ＜ ｚ１ ＜ ｚ２ ＜ … ＜ ｚｎ － １ ＜ ｚｎ ＝ １，ｅｉ∈［ ｚｉ － １，
ｚｉ］，ｉ ＝１，２，…，ｎ，当 ｘ∈［ｚｉ －１，ｚｉ］时满足 Ｕｎ（ｅｉ，ｘ） ＝ ｘ，
则称 Ｕｎ 有 ｎ⁃单位元｛ｅ１，ｅ２，…，ｅｎ｝ ｚ１，ｚ２，…，ｚｎ － １

．
定义 ２［１⁃２］ 　 令 Ｕｎ：［０，１］ ２→［０，１］为二元交换

函数，０ ＝ ｚ０ ＜ ｚ１ ＜ ｚ２ ＜ … ＜ ｚｎ － １ ＜ ｚｎ ＝ １，ｅｉ∈［ ｚｉ － １，
ｚｉ］，ｉ ＝ １，２，…，ｎ． 若它有交换性、结合性和关于每个

变元单调递增，有 ｎ⁃单位元｛ ｅ１，ｅ２，…，ｅｎ｝ ｚ１，ｚ２，…，ｚｎ － １
，

则称 Ｕｎ 为 ｎ⁃一致模．
下面回顾 ｎ⁃一致模的基本性质．
注 １　 若 ｎ⁃一致模 Ｕｎ：［０，１］ ２→［０，１］有 ｎ⁃单

位元｛ｅ１，ｅ２，…，ｅｎ｝ ｚ１，ｚ２，…，ｚｎ － １
，则

（ｉ）Ｕｎ 限制在［ ｚｉ － １，ｅｉ］ ２ 上同构于某三角模并

记为 Ｔｉ（ ｉ ＝ １，２，…，ｎ）；
（ｉｉ）Ｕｎ 限制在［ｅｉ，ｚｉ］ ２ 上同构于某三角余模并

记为 Ｓｉ（ ｉ ＝ １，２，…，ｎ）；
（ｉｉｉ）Ｕｎ 限制在［ ｚｉ － １，ｚｉ］ ２ 上同构于某一致模并

记为 Ｕｉ（ ｉ ＝ １，２，…，ｎ）；
（ｉｖ）Ｕｎ 限制在［ ｚｉ，ｚ ｊ］ ２ 上同构于某（ ｊ － ｉ）一致

模，ｉ， ｊ∈｛１，２，…，ｎ｝，ｉ ＜ ｊ．
称 ｎ⁃一致模 Ｕｎ 具有连续的基础算子，若它的

所有基础三角模 Ｔ１，Ｔ２，…，Ｔｎ 和所有基础三角余模
Ｓ１，Ｓ２，…，Ｓｎ 都连续． 由文献［１］的引理 ９ 可知对任

意 ｎ⁃一致模 Ｕｎ 都满足 Ｕｎ（０，１）∈｛ ｚｉ ｉ ＝ １，２，…，
ｎ｝ ． 特别地，若 ｎ⁃一致模 Ｕｎ 满足 Ｕｎ（０，１） ＝ ｚｋ，ｋ∈
｛１，２，…，ｎ － １｝，则称其是第 Ｉ 类 ｎ⁃一致模． 这样的
ｎ⁃一致模可以看成作用在［０，ｚｋ］ ２ 上的 ｋ⁃一致模、作
用在［ ｚｋ，１］ ２ 上的（ ｎ － ｋ） ⁃一致模以及当（ ｘ，ｙ）∈

｛［０，ｚｋ］ × ［ｚｋ，１］｝∪｛［ｚｋ，１］ × ［０，ｚｋ］｝时 Ｕｎ（ｘ，ｙ） ＝ ｚｋ
的 ３ 个算子的“黏合” ．

前面的所有算子都是定义在单位区间［０，１］
上，下面推广到一般情况． 为此需要引入线性变换和
分段线性变换概念． 为了方便表述，用 ／ ａ，ｂ ／表示 ４
类区间［ａ，ｂ］、（ａ，ｂ］、［ａ，ｂ）、（ａ，ｂ）之一，定义线性
变换 φ： ／ ａ，ｂ ／→ ／ c，ｄ ／为

φ（ｘ） ＝ （ｘ － ａ）（ｄ － c） ／ （ｂ － ａ） ＋ c．
若 ／ ａ，ｂ ／ ＝ ／ ０，１ ／ ，则二元算子 Ｖ： ／ ０，１ ／ ２ → ／ ０，１ ／通
过线性变换可以变为 Ｕ： ／ c，ｄ ／ ２→ ／ c，ｄ ／ ，Ｕ（ｘ，ｙ） ＝
φ（Ｖ（φ － １（ｘ），φ － １ （ｙ））） ． 这允许借助于 ／ ０，１ ／上的
二元算子定义 ／ c，ｄ ／上的二元算子 Ｕ，即 Ｕ 在 ／ c，ｄ ／
上运算封闭，它与定义在［０，１］上的某对应二元运
算限制在 ／ ０，１ ／ ２ 上关于 φ 同构． 如定义在 ／ c，ｄ ／上
的三角模 Ｔ 是指它在 ／ c，ｄ ／上运算封闭，与定义在
［０，１］上的某三角模限制在 ／ ０，１ ／ ２ 上关于 φ 同构；
定义在 ／ c，ｄ ／上的第 Ｉ 类 ｎ⁃一致模 Ｖ 是指它在 ／ c，ｄ ／
上运算封闭，与定义在［０，１］上的某第 Ｉ 类 ｎ⁃一致
模限制在 ／ ０，１ ／ ２ 上关于 φ 同构． 进一步地，若某一
定义在［０，１］上具有连续基础算子的第 Ｉ 类 ｎ⁃一致
模限制在 ／ ０，１ ／ ２ 上关于 φ 与之同构，则称其为定义
在 ／ c，ｄ ／上具有连续基础算子的第 Ｉ 类 ｎ⁃一致模．

下面借助特殊的同构映射———分段线性变
换———来观察在［０，１］上的一致模． 若 ０≤ａ ＜ ｂ ＜
c ＜ ｄ≤１，ｖ∈［ｂ，c］，Ｕ：［０，１］ ２→［０，１］是有单位元
ｅ∈［０，１］的一致模，分段线性变换 ψ：［０，１］→［ａ，

ｂ）∪｛ｖ｝∪（c，ｄ］为

ψ（ｘ） ＝
（ｂ － ａ）ｘ ／ ｅ ＋ ａ，　 　 　 　 　 ｘ∈［０，ｅ），
ｘ， ｘ ＝ ｅ，
ｄ － （１ － ｘ）（ｄ － c） ／ （１ － ｅ），其他．

{ （１）

定义二元函数 Ｕａ，ｂ，c，ｄ
ｖ ：（［ａ，ｂ）∪｛ｖ｝∪（c，ｄ］）２→

［ａ，ｂ）∪｛ｖ｝∪（c，ｄ］为 Ｕａ，ｂ，c，ｄ
ｖ （ｘ，ｙ） ＝ ψ（Ｕ（ψ －１（ｘ），

ψ － １（ｙ））），称之为在（［ａ，ｂ）∪｛ ｖ｝∪（ c，ｄ］） ２ 上的

一致模，显然逆变换 ψ － １ 将在（［ ａ，ｂ）∪｛ ｖ｝∪（ c，
ｄ］） ２ 上的一致模变成在［０，１］ ２ 上的一致模． 进一
步地，若 Ｕａ，ｂ，c，ｄ

ｖ 与在［０，１］上某一具有连续基础算
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子的一致模同构，则称 Ｕａ，ｂ，c，ｄ
ｖ 为定义在［ａ，ｂ）∪｛ｖ｝∪

（c，ｄ］上具有连续基础算子的一致模．
引理 １［１４］ 　 设 Ａ≠⌀是全序集，（Ｇα） α∈Ａ是一族

半群，这里（Ｇα） ＝ （Ｘα，∗α），Ｘα≠⌀，∀α，β∈Ａ，当

α ＜ β 时，Ｘα 与 Ｘβ 不相交，或者 Ｘα∩Ｘβ ＝ ｛Ｘα，β｝并
且 Ｘα，β既是 Ｇα 的单位元又是 Ｇβ 的零化子，∀γ∈Ａ，

α ＜ γ ＜ β 有 Ｘγ ＝ ｛Ｘα，β｝ ． 令 Ｘ ＝ ∪α∈ＡＸα，定义二元
运算∗为

ｘ∗ｙ ＝
ｘ∗αｙ，（ｘ，ｙ）∈Ｘα × Ｘα，
ｘ， （ｘ，ｙ）∈Ｘα × Ｘβ，α ＜ β，
ｙ， （ｘ，ｙ）∈Ｘα × Ｘβ，β ＜ α，

ì

î

í

ïï

ïï

则 Ｇ ＝ （Ｘ，∗）是一个半群，并且 Ｇ 交换当且仅当
∀α∈Ａ，半群 Ｇα 是交换的．

２　 从序和的观点来构造 ｎ⁃一致模

本部分以一致模和 ｎ⁃一致模为出发点，借助

Ｃｌｉｆｆｏｒｄ 序和定理，提出了 ２ 种构造 ｎ⁃一致模的方

法． 与文献［８］中具有连续基础算子的 ｎ⁃一致模的

对应分解定理进行比较，发现这些分解定理的逆命

题都成立．
２． １　 构造方法 １

在 Ｃｌｉｆｆｏｒｄ 序和定理中，基础集 Ｘα 和 Ｘβ 不相交

或者相交于｛Ｘα，β｝ ． 这里考虑相交的情况，即假设外

层一致模和内层 ｎ⁃一致模相交于一点，提出了一种

ｎ⁃一致模的构造方法，称这种方法为基于序和的 ｎ⁃
一致模的构造方法 １．

定理 １　 设 ０ ＝ ｚ０≤ｘ０ ＜ ｅ１≤ｚ１ ＜… ＜ ｚｎ － １≤ｅｎ≤
ｙ０≤ｚｎ ＝ １，ｅｉ∈［ ｚｉ － １，ｚｉ］，ｚｉ － １ ＜ ｚｉ， ｉ ＝ １，２，…，ｎ，Ｇ１

是在［０，ｘ０）∪｛ ｚｋ｝∪（ ｙ０，１］上以 ｚｋ 为单位元的一

致模，ｋ∈｛１，２，…，ｎ － １｝，Ｇ２ 是在［ｘ０，ｙ０］上以｛ ｅ１，
ｅ２，…，ｅｎ｝ ｚ１，ｚ２，…，ｚｎ － １

为 ｎ⁃单位元的第 Ｉ 类 ｎ⁃一致模，
则 Ｇ１ 与 Ｇ２ 的序和 Ｖ 是在［０，１］上的 ｎ⁃一致模，这
里的序关系为 １ ＜ ２．

证　 注意到半群 Ｇ１ 和 Ｇ２ 相交于点 ｚｋ，且 ｚｋ 既
是半群 Ｇ１ 的单位元又是半群 Ｇ２ 的零化子，因此根

据引理 １ 可知序和 Ｖ 在［０，１］上是结合的且交换

的． 要验证 Ｖ 是 ｎ⁃一致模，只需验证它在［０，１］上有

ｎ⁃单位元｛ ｅ１，ｅ２，…，ｅｎ｝ ｚ１，ｚ２，…，ｚｎ － １
且单调即可． 首先

验证它有 ｎ⁃单位元｛ ｅ１，ｅ２，…，ｅｎ｝ ｚ１，ｚ２，…，ｚｎ － １
，为此需

考虑下面 ４ 种情况．
（ｉ）若 ｘ∈［０，ｘ０），则由引理 １、ｅ１∈［ｘ０，ｙ０］以及

序关系 １ ＜ ２ 可知 Ｖ（ｅ１，ｘ） ＝ ｘ．
（ｉｉ）若 ｘ∈［ｘ０，ｚ１］，则由引理 １ 以及｛ ｅ１，ｅ２，…，

ｅｎ｝ ｚ１，ｚ２，…，ｚｎ － １
是 Ｇ２ 的 ｎ⁃单位元可知 Ｖ （ ｅ１， ｘ） ＝

Ｇ２（ｅ１，ｘ） ＝ ｘ．
（ｉｉｉ）若 ｘ∈（ ｚｉ － １，ｚｉ］，ｉ ＝ ２，３，…，ｎ － １，则由引

理 １ 以及｛ ｅ１，ｅ２，…，ｅｎ｝ ｚ１，ｚ２，…，ｚｎ － １
是 Ｇ２ 的 ｎ⁃单位元

可知 Ｖ（ｅ１，ｘ） ＝ Ｇ２（ｅｉ，ｘ） ＝ ｘ．
（ｉｖ） 若 ｘ∈（ ｚｎ － １， ｙ０ ］，则由引理 １ 以及 ｛ ｅ１，

ｅ２，…，ｅｎ ｝ ｚ１，ｚ２，…，ｚｎ － １
是 Ｇ２ 的 ｎ⁃单位元可知 Ｖ （ ｅｎ，

ｘ） ＝ Ｇ２（ｅｎ，ｘ） ＝ ｘ．
（ｖ）若 ｘ∈（ｙ０，１］，则由引理 １，ｅｎ∈［ ｘ０，ｙ０］以

及序关系 １ ＜ ２ 可知 Ｖ（ｅｎ，ｘ） ＝ ｘ．
综上所述，Ｖ 有 ｎ⁃单位元｛ｅ１，ｅ２，…，ｅｎ｝ ｚ１，ｚ２，…，ｚｎ －１

．
接下来验证 Ｖ 是单调的，为此需考虑下面 ３ 种情况．

（ｉ）ｘ∈［０，ｘ０） ． 当 ｙ∈［０，ｘ０）时，由 Ｇ１ 是在［０，

ｘ０）∪｛ ｚｋ｝∪（ｙ０，１］上以 ｚｋ 为单位元的任意一致模

可知 Ｖ（ｘ，ｙ）≤Ｖ（ｘ，ｚｋ）；当 ｙ∈［ｘ０，ｙ０］时，由序和的

定义可知 Ｖ（ｘ，ｙ） ＝ ｘ；当 ｙ∈（ｙ０，１］时，由 Ｇ１ 是在

［０，ｘ０）∪｛ ｚｋ｝∪（ ｙ０，１］上以 ｚｋ 为单位元的一致模

可知 Ｖ（ｘ，ｙ）≥Ｖ（ｘ，ｚｋ） ＝ ｘ．
（ｉｉ）ｘ∈［ｘ０，ｙ０］ ． 当 ｙ∈［０，ｘ０）时，由序和的定

义可知 Ｖ（ｘ，ｙ） ＝ ｙ ＜ ｘ０；当 ｙ∈［ｘ０，ｙ０］时，由 Ｇ２ 是

在［ｘ０，ｙ０］上以｛ ｅ１，ｅ２，…，ｅｎ｝ ｚ１，ｚ２，…，ｚｎ － １
为 ｎ⁃单位元

的 ｎ⁃一致模可知 ｘ０ ＝ Ｖ（ ｘ０，ｘ０ ）≤Ｖ（ ｘ，ｙ）≤Ｖ（ ｙ０，
ｙ０） ＝ ｙ０；当 ｙ∈（ｙ０，１］时，由序和的定义可知 Ｖ（ｘ，
ｙ） ＝ ｙ ＞ ｙ０ ．

（ｉｉｉ）ｘ∈（ ｙ０，１］ ． 当 ｙ∈［０，ｘ０ ）时，由 Ｇ１ 是在

［０，ｘ０）∪｛ ｚｋ｝∪（ ｙ０，１］上以 ｚｋ 为单位元的一致模

可知 Ｖ（ｘ，ｙ）≤Ｖ（ｘ，ｚｋ） ＝ ｘ；当 ｙ∈［ｘ０，ｙ０］时，由序

和的定义可知 Ｖ（ｘ，ｙ） ＝ ｘ；当 ｙ∈（ｙ０，１］时，由 Ｇ１ 是

在［０，ｘ０）∪｛ ｚｋ｝∪（ ｙ０，１］上以 ｚｋ 为单位元的一致

模可知 Ｖ（ｘ，ｙ）≥Ｖ（ｘ，ｚｋ） ＝ ｘ．
综上所述，Ｖ 是单调的． 这就证明了 Ｖ 是在［０，

１］上的一个 ｎ⁃一致模．
从定理 １ 的证明不难看出：序和 Ｖ 的 ｎ⁃单位元

｛ｅ１，ｅ２，…，ｅｎ｝ ｚ１，ｚ２，…，ｚｎ － １
是由 Ｇ２ 的 ｎ⁃单位元扩充而

成． 根据引理 １、序关系 １ ＜ ２ 以及 ｚｋ∈［ｘ０，ｙ０］可知

∀ｘ∈［ ｘ０，ｙ０ ］有 Ｖ（ ｚｋ，ｘ） ＝ ｚｋ，因此 Ｇ２ 必须是在

［ｘ０，ｙ０］上的第 Ｉ 类 ｎ⁃一致模． 此外，除要求 Ｇ１ 和 Ｇ２

分别是一致模和第 Ｉ 类 ｎ⁃一致模外，就没有其他限

制了． 接下来考虑在定理 １ 中的一些特殊情况．
注 ２　 （ｉ）在定理 １ 中，若令 ｘ０ ＝ ０，ｙ０ ＝ １，则 Ｇ１

就退化为只有 １ 个元素的平凡半群（｛ ｚｋ｝，Ｉｄ），此时
Ｖ ＝ Ｇ２ ． 根据引理 １ 以及序关系 １ ＜ ２ 知∀ｘ∈［０，１］
有 Ｖ（ ｚｋ，ｘ） ＝ ｚｋ，这表明任意第 Ｉ 类 ｎ⁃一致模都可写

成这种序和形式． 对于其他 ｎ⁃一致模而言，它们都

不能写成这种序和形式，这是因为∃ｘ０∈［０，１］使得

Ｖ（ｘ０，ｚｋ）≠ｚｋ ．
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（ｉｉ）在定理 １ 中，若令 ｘ０ ＝ ０（或 ｙ０ ＝ １），则 Ｇ１

就退化为定义在｛ ｚｋ｝∪（ ｙ０，１］上的三角余模（在

［０，ｘ０）∪｛ ｚｋ｝上的三角模），此时 Ｖ 可以看成 Ｇ２ 和

三角余模（三角模）的序和，这表明第 Ｉ 类 ｎ⁃一致模

与三角余模（三角模）按这种方式生成的序和仍然

是 ｎ⁃一致模． 进一步地，注意到 Ｇ１ 限制在（ ｙ０，１］、
［０，ｘ０）上关于运算是封闭的，与限制在［０，１］上的

三角余模（在［０，１］上的三角模）同构，与 Ｇ２ 不相

交，故也可将序和 Ｖ 看成是第 Ｉ 类 ｎ⁃一致模与限制

的三角模（或限制的三角余模）的序和．
例 １　 令 Ｕ１ 是在［０，１］上的“３Π”一致模，即

　 Ｕ１（ｘ，ｙ） ＝
０，（ｘ，ｙ）∈｛（１，０），（０，１）｝，
ｘｙ ／ （（１ － ｘ）（１ － ｙ） ＋ ｘｙ），其他．{ （２）

ψ：［０，１］→［０，１ ／ ４）∪｛１ ／ ２｝∪（３ ／ ４，１］为分段线性

同构映射，Ｇ１（ｘ，ｙ） ＝ ψ（Ｕ１（ψ － １（ｘ），ψ － １（ｘ））），

Ｇ２（ｘ，ｙ） ＝

１ ／ ２，（ｘ，ｙ）∈｛［１ ／ ４，１ ／ ２］ × ［１ ／ ２，
３ ／ ４］｝∪｛［１ ／ ２，３ ／ ４］ × ［１ ／ ４，１ ／ ２］｝，

ｍｉｎ（ｘ，ｙ），（ｘ，ｙ）∈｛［１ ／ ４，３ ／ ８］２｝∪
｛［１ ／ ２，３ ／ ４］２ ＼［５ ／ ８，３ ／ ４］２｝，
ｍａｘ（ｘ，ｙ），其他，

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

（３）

则 Ｇ１ 和 Ｇ２ 的序和 Ｖ 是在［０，１］上的 ２⁃一致模．
对在［０，１］上满足下面命题中条件的具有连续

基础算子的 ｎ⁃一致模，文献［８］的定理 ５． １０ 给出了

分解定理． 其实，它的逆命题也成立，现总结如下．
命题 １　 令 Ｕｎ：［０，１］ ２→［０，１］是二元运算，记

Ｕｎ（０，１） ＝ ｚｋ， ｋ∈｛１，２，…，ｎ － １｝， ｘ０ ＝ ｉｎｆ ｛ ｘ∈
［０，１］ Ｕｎ （ ｘ， ｚｋ ） ＝ ｚｋ ｝， ｙ０ ＝ ｓｕｐ ｛ ｘ∈［０，１］ （ ｘ，
ｚｋ） ＝ ｚｋ ｝，Ｕｎ （ ｘ０， ｙ０ ） ＝ ｚｋ，则 Ｕｎ 是以 ｛ ｅ１， ｅ２，…，
ｅｎ｝ ｚ１，ｚ２，…，ｚｎ － １

为 ｎ⁃单位元且具有连续基础算子的ｎ⁃一
致模当且仅当它可分解为 ２ 个半群 Ｇ１ 和 Ｇ２ 的序

和，其中 Ｇ１ 是在［０，ｘ０）∪｛ ｚｋ｝∪（ｙ０，１］上以 ｚｋ 为

单位元且具有连续基础算子的一致模，Ｇ２ 是在［ｘ０，
ｙ０］上以｛ ｅ１，ｅ２，…，ｅｎ｝ ｚ１，ｚ２，…，ｚｎ － １

为 ｎ⁃单位元且具有

连续基础算子的第 Ｉ 类 ｎ⁃一致模，序关系为 １ ＜ ２．
证　 由文献［８］的定理 ５． １０ 可知必要性成立．

为证明充分性，根据定理 １，只需证明 Ｕｎ 在｛［０，ｘ０］ ×

｛ｘ０｝｝∪｛｛ ｘ０ ｝ × ［０， ｘ０ ］｝ 和 ｛［ ｙ０，１］ × ｛ ｙ０ ｝｝ ∪
｛｛ｙ０｝ × ［ｙ０，１］｝上连续即可． 使用 Ｕｎ 的单调性和

交换性以及序和的结构定理，只需证明∀ｘ∈（０，
ｘ０），截线Ｕｎ（ｘ，·）在点 ｘ０ 处左连续即可，因为其他

情况完全类似可证．事实上，记 Ｕ１ 是定义在［０，１］上有

单位元 ｅ１ 的一致模并与 Ｇ１ 同构，则∀ｘ∈（０，ｘ０）有
ｌｉｍ
ｙ→ｘ －０

Ｕｎ（ｘ，ｙ） ＝ ｌｉｍ
ｙ→ｘ －０

ψ（Ｕ１ （ψ －１ （ｘ），ψ －１ （ｙ））） ＝

ψ（Ｕ１（ψ － １（ｘ）， ｌｉｍ
ｙ→ｘ －０

ψ － １ （ ｙ））） ＝ ψ （Ｕ１ （ψ － １ （ ｘ），

ｅ１）） ＝ ψ（ψ － １（ｘ）） ＝ ｘ．
２． ２　 构造方法 ２

定理 １ 讨论了在 ２ 个半群的基本集相交于一点

时其序和构成 ｎ⁃一致模的情况． 但由引理 １ 可知，当
２ 个半群不相交时，其序和构成仍然能构成半群． 因
此，把从 ２ 个不相交半群出发构造 ｎ⁃一致模的方法

称为基于序和的 ｎ⁃一致模的构造方法 ２． 这里考虑 ２

种情况． 首先考虑 Ｇ１ 是在［０，ｘ０］∪（ ｙ０，１］上以 ｘ０

为单位元的任意一致模，Ｇ２ 是在（ ｘ０，ｙ０ ］上以｛ ｅ１，
ｅ２，…，ｅｎ｝ ｚ１，ｚ２，…，ｚｎ － １

为 ｎ⁃单位元的 ｎ⁃一致模．
定理 ２　 设 ０ ＝ ｚ０≤ｘ０≤ｅ１≤ｚ１ ＜… ＜ ｚｎ － １≤ｅｎ≤

ｙ０≤ｚｎ ＝ １，ｅｉ∈［ ｚｉ － １，ｚｉ］，ｚｉ － １ ＜ ｚｉ， ｉ ＝ １，２，…，ｎ，Ｇ１

是在［０，ｘ０］∪（ｙ０，１］上以 ｘ０ 为单位元的一致模，Ｇ２

是在（ｘ０，ｙ０］上以｛ ｅ１，ｅ２，…，ｅｎ｝ ｚ１，ｚ２，…，ｚｎ － １
为 ｎ⁃单位

元的 ｎ⁃一致模，则 Ｇ１、Ｇ２ 的序和 Ｖ 是在［０，１］上的

ｎ⁃一致模，这里的序关系为 １ ＜ ２．
证　 因为 Ｇ１ 与 Ｇ２ 不相交，由引理 １ 可知 Ｖ 在

［０，１］上是结合与交换的． 要验证 Ｖ 是在［０，１］上的

ｎ⁃一致模，只需验证它在［０，１］上有 ｎ⁃单位元｛ ｅ１，
ｅ２，…，ｅｎ｝ ｚ１，ｚ２，…，ｚｎ － １

且是单调的即可． 首先验证它在

［０，１］上有 ｎ⁃单位元｛ｅ１，ｅ２，…，ｅｎ｝ ｚ１，ｚ２，…，ｚｎ － １
，为此需

考虑下面 ５ 种情况．
（ｉ）若 ｘ∈［０，ｘ０］，则由引理 １、ｅ１∈（ｘ０，ｙ０］以及

序关系 １ ＜ ２ 可知 Ｖ（ｅ１，ｘ） ＝ ｘ．
（ｉｉ）若 ｘ∈（ｘ０，ｚ１］，则由引理 １ 以及｛ ｅ１，ｅ２，…，

ｅｎ｝ ｚ１，ｚ２，…，ｚｎ － １
是 Ｇ２ 的 ｎ⁃单位元可知 Ｖ （ ｅ１， ｘ） ＝

Ｇ２（ｅ１，ｘ） ＝ ｘ．
（ｉｉｉ）若 ｘ∈（ ｚｉ － １，ｚｉ］，ｉ ＝ ２，３，…，ｎ － １，则由引

理 １ 以及｛ ｅ１，ｅ２，…，ｅｎ｝ ｚ１，ｚ２，…，ｚｎ － １
是 Ｇ２ 的 ｎ⁃单位元

可知 Ｖ（ｅｉ，ｘ） ＝ Ｇ２（ｅｉ，ｘ） ＝ ｘ．
（ｉｖ） 若 ｘ∈（ ｚｎ － １， ｙ０ ］，则由引理 １ 以及 ｛ ｅ１，

ｅ２，…，ｅｎ｝ ｚ１，ｚ２，…，ｚｎ －１
是 Ｇ２ 的 ｎ⁃单位元可知 Ｖ（ｅｎ，ｘ） ＝

Ｇ２（ｅｎ，ｘ） ＝ ｘ．
（ｖ）若 ｘ∈（ｙ０，１］，则由引理 １、ｅｎ∈（ ｘ０，ｙ０］以

及序关系 １ ＜ ２ 可知 Ｖ（ｅｎ，ｘ） ＝ ｘ．
综 上 所 述， Ｖ 有 ｎ⁃单 位 元 ｛ ｅ１， ｅ２， …，

ｅｎ｝ ｚ１，ｚ２，…，ｚｎ － １
． 接下来验证 Ｖ 是单调的，为此需考虑

下面 ３ 种情况．
（ｉ）ｘ∈［０，ｘ０］ ． 当 ｙ∈［０，ｘ０］时，由 Ｇ１ 是在［０，

ｘ０］∪（ ｙ０，１］上以 ｘ０ 为单位元的任意一致模可知

Ｖ（ｘ，ｙ）≤Ｖ（ｘ，ｘ０） ＝ ｘ；当 ｙ∈（ ｘ０，ｙ０］时，由序和的

定义可知 Ｖ（ｘ，ｙ） ＝ ｘ；当 ｙ∈（ｙ０，１］时，利用 Ｇ１ 是在

［０，ｘ０］∪（ｙ０，１］上以 ｘ０ 为单位元的任意一致模可
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知 Ｖ（ｘ，ｙ）≥Ｖ（ｘ，ｘ０） ＝ ｘ．
（ｉｉ）ｘ∈（ｘ０，ｙ０］ ． 当 ｙ∈［０，ｘ０］时，由序和的定

义可知 Ｖ（ｘ，ｙ） ＝ ｙ≤ｘ０；当 ｙ∈［ｘ０，ｙ０］时，由 Ｇ２ 是

在（ｘ０，ｙ０］上以｛ ｅ１，ｅ２，…，ｅｎ｝ ｚ１，ｚ２，…，ｚｎ － １
为 ｎ⁃单位元

的 ｎ⁃一致模可知 ｘ０ ＜ Ｖ（ ｘ，ｙ）≤Ｖ（ ｙ０，ｙ０ ） ＝ ｙ０；当
ｙ∈（ｙ０，１］时，由序和的定义可知 Ｖ（ｘ，ｙ） ＝ ｙ ＞ ｙ０ ．

（ｉｉｉ）ｘ∈（ ｙ０，１］ ． 当 ｙ∈［０，ｘ０ ］时，由 Ｇ１ 是在

［０，ｘ０］∪（ｙ０，１］上以 ｘ０ 为单位元的任意一致模可

知 Ｖ（ｘ，ｙ）≤Ｖ（ｘ，ｘ０） ＝ ｘ；当 ｙ∈（ｘ０，ｙ０］时，由序和

的定义可知 Ｖ（ｘ，ｙ） ＝ ｘ；当 ｙ∈（ｙ０，１］时，由 Ｇ１ 是在

［０，ｘ０］∪（ｙ０，１］上以 ｘ０ 为单位元的任意一致模可

知 Ｖ（ｘ，ｙ）≥Ｖ（ｘ，ｘ０） ＝ ｘ．
综上所述，Ｖ 是单调的． 这就证明了 Ｖ 是在［０，

１］上的 ｎ⁃一致模．
在定理 ２ 中，序和 Ｖ 的 ｎ⁃单位元 ｛ ｅ１， ｅ２，…，

ｅｎ｝ ｚ１，ｚ２，…，ｚｎ － １
可看成 由 Ｇ２ 的 ｎ⁃单位元扩充而成． 下

面考虑在定理 ２ 中的一些特殊情况．
注 ３　 （ｉ）在定理 ２ 中，若令 ｘ０ ＝ ０，ｙ０ ＝ １，则 Ｇ１

就退化为只有 １ 个元素的平凡半群（｛０｝，Ｉｄ），根据

引理 １ 以及 １ ＜ ２ 可知∀ｘ∈［０，１］有 Ｖ（０，ｘ） ＝ ０，特
别地有 Ｖ（０，１） ＝ ０．

（ｉｉ）在定理 ２ 中，若令 ｘ０ ＝ ０（或 ｙ０ ＝ １），则 Ｇ１

就退化为定义在｛０｝∪（ ｙ０，１］上的三角余模（［０，
ｘ０］上的三角模），此时 Ｖ 可以看成 Ｇ２ 和三角余模

（三角模）的序和，这表明定义在（ ｘ０，ｙ０］上的 ｎ⁃一
致模与三角模（三角余摸）的按这种方式生成的序

和仍然是 ｎ⁃一致模．
（ｉｉｉ）在定理 ２ 中，若令 ｅｎ ＝ １，则必有 ｙ０ ＝ １，此

时 Ｇ１ 退化为定义在［０，ｘ０］上的三角模，Ｇ２ 退化为

定义在（ｘ０，１］上有 ｎ⁃单位元｛ｅ１，ｅ２，…，ｅｎ｝ ｚ１，ｚ２，…，ｚｎ － １

的 ｎ⁃一致模． 从定理 ２ 的证明不难发现｛ ｅ１，ｅ２，…，
ｅｎ｝ ｚ１，ｚ２，…，ｚｎ － １

也是序和 Ｖ 的 ｎ⁃单位元．
（ｉｖ）在定理 ２ 中，若令 ｅ１ ＝ ０，则必有 ｘ０ ＝ ０，此

时 Ｇ１ 退化为定义在｛０｝∪（ｙ０，１］上的三角余模，Ｇ２

退化为定义在 （０， ｙ０ ］ 上有 ｎ⁃单位元 ｛ ｅ１， ｅ２，…，
ｅｎ｝ ｚ１，ｚ２，…，ｚｎ － １

的 ｎ⁃一致模． 根据定理 ２ 的证明过程不

难发现｛ ｅ１，ｅ２，…，ｅｎ｝ ｚ１，ｚ２，…，ｚｎ － １
也是序和 Ｖ 的 ｎ⁃单

位元．
对在［０，１］上满足下面命题中条件的具有连续

基础算子的 ｎ⁃一致模，文献［８］的定理 ５． １０ 给出了

分解定理． 其实，它的逆命题也成立，现总结如下．
命题 ２　 令 Ｕｎ：［０，１］ ２→［０，１］是二元运算，记

Ｕｎ（０，１） ＝ ｚｋ，ｋ∈｛１，２，…，ｎ － １｝，ｘ０ ＝ ｉｎｆ｛ ｘ∈［０，
１］ Ｕｎ（ｘ，ｚｋ） ＝ ｚｋ｝，ｙ０ ＝ ｓｕｐ｛ｘ∈［０，１］ Ｕｎ（ｘ，ｚｋ） ＝

ｚｋ｝，Ｕｎ （ ｘ０， ｙ０ ） ＝ ｘ０，Ｕｎ （ ｚｋ， ｙ０ ） ＝ ｚｋ，∀ｙ ＞ ｙ０ 有

Ｕｎ（ｘ０，ｙ） ＝ ｙ，则 Ｕｎ 是以｛ ｅ１，ｅ２，…，ｅｎ｝ ｚ１，ｚ２，…，ｚｎ － １
为

ｎ⁃单位元且具有连续基础算子的 ｎ⁃一致模当且仅当

它可分解为 ２ 个半群 Ｇ１ 和 Ｇ２ 的序和，其中 Ｇ１ 是在

［０，ｘ０］∪（ｙ０，１］上以 ｘ０ 为单位元且具有连续基础

算子的一致模，Ｇ２ 是在 （ ｘ０， ｙ０ ］ 上以 ｛ ｅ１， ｅ２，…，
ｅｎ｝ ｚ１，ｚ２，…，ｚｎ － １

为 ｎ⁃单位元且具有连续基础算子的第 Ｉ
类 ｎ⁃一致模，序关系为 １ ＜ ２．

证　 由文献［８］的定理 ５． １０ 可知必要性成立．
为证明充分性，根据定理 ２，只需证明 Ｖ 在｛［０，ｘ０］ ×

｛ｘ０｝｝∪｛｛ ｘ０ ｝ × ［０， ｘ０ ］｝ 和 ｛［ ｙ０，１］ × ｛ ｙ０ ｝｝ ∪
｛｛ｙ０｝ × ［ｙ０，１］｝上连续即可． 但剩余的证明过程完

全类似命题 １ 的证明过程，故略去．
接下来，考虑第 ２ 种情况：定理 ２ 的对偶情况，

即假定 Ｇ１ 是在［０，ｘ０）∪［ｙ０，１］上以 ｙ０ 为单位元的

任意一致模， Ｇ２ 是在 ［ ｘ０， ｙ０ ） 上以 ｛ ｅ１， ｅ２， …，
ｅｎ｝ ｚ１，ｚ２，…，ｚｎ － １

为 ｎ⁃单位元的 ｎ⁃一致模． 在这里仅罗列

结论，因为证明过程完全类似，故略去．
定理 ３　 设 ０ ＝ ｚ０≤ｘ０≤ｅ１≤ｚ１ ＜… ＜ ｚｎ － １≤ｅｎ≤

ｙ０≤ｚｎ ＝ １，ｅｉ∈［ ｚｉ － １，ｚｉ］，ｚｉ － １ ＜ ｚｉ， ｉ ＝ １，２，…，ｎ，Ｇ１

是在［０，ｘ０）∪［ｙ０，１］上以 ｙ０ 为单位元的一致模，Ｇ２

是在［ｘ０，ｙ０）上以｛ ｅ１，ｅ２，…，ｅｎ｝ ｚ１，ｚ２，…，ｚｎ － １
为 ｎ⁃单位

元的 ｎ⁃一致模，则 Ｇ１，Ｇ２ 的序和 Ｖ 是在［０，１］上的

ｎ⁃一致模，这里的序关系为 １ ＜ ２．
在定理 ３ 中，序和 Ｖ 的 ｎ⁃单位元 ｛ ｅ１， ｅ２，…，

ｅｎ｝ ｚ１，ｚ２，…，ｚｎ － １
可看成由 Ｇ２ 的 ｎ⁃单位元扩充而成． 下

面考虑在定理 ３ 中的一些特殊情况．
注 ４　 （ｉ）在定理 ３ 中，若令 ｘ０ ＝ ０，ｙ０ ＝ １，则 Ｇ１

就退化为只有 １ 个元素的平凡半群（｛１｝，Ｉｄ），根据

引理 １ 以及 １ ＜ ２ 可知∀ｘ∈［０，１］有 Ｖ（１，ｘ） ＝ １，特
别地有 Ｖ（１，０） ＝ １．

（ｉｉ）在定理 ３ 中，若令 ｘ０ ＝ ０（或 ｙ０ ＝ １），则 Ｇ１

就退化为定义在［ｙ０，１］上的三角余模（在［０，ｘ０）∪
｛１｝上的三角模），此时 Ｖ 可以看成 Ｇ２ 和三角余模

（三角模）的序和，这表明定义在［ ｘ０，ｙ０）上的 ｎ⁃一
致模与三角余模（三角模）按这种方式生成的序和

仍然是 ｎ⁃一致模．
注意到定理 ３ 除要求 Ｇ１ 和 Ｇ２ 不相交外，仅要

求 Ｇ２ 是一般的 ｎ⁃一致模，没有其他任何限制． 因
此，在定理 ３ 中当 Ｇ２ 是第 Ｉ 类 ｎ⁃一致模时，结论显

然成立． 对于在［０，１］上满足下面命题中条件的具

有连续基础算子的 ｎ⁃一致模，虽然文献［８］没有给

出分解定理，但是类似于命题 ２，它有如下完全刻

画，这里略去其证明．
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命题 ３　 令 Ｕｎ：［０，１］ ２→［０，１］是二元运算，记
Ｕｎ（０，１） ＝ ｚｋ，ｋ∈｛１，２，…，ｎ － １｝，ｘ０ ＝ ｉｎｆ｛ ｘ∈［０，
１］ Ｕｎ（ｘ，ｚｋ） ＝ ｚｋ｝，ｙ０ ＝ ｓｕｐ｛ｘ∈［０，１］ Ｕｎ（ｘ，ｚｋ） ＝
ｚｋ｝，Ｕｎ （ ｘ０， ｙ０ ） ＝ ｙ０，Ｕｎ （ ｚｋ， ｘ０ ） ＝ ｚｋ，∀ｘ ＜ ｘ０ 有

Ｖ（ｙ０，ｘ） ＝ ｘ，则 Ｕｎ 是以｛ｅ１，ｅ２，…，ｅｎ｝ ｚ１，ｚ２，…，ｚｎ － １
为 ｎ⁃

单位元且具有连续基础算子的 ｎ⁃一致模当且仅当

它可分解为 ２ 个半群 Ｇ１ 和 Ｇ２ 的序和，其中 Ｇ１ 是在

［０，ｘ０）∪［ｙ０，１］上以 ｙ０ 为单位元且具有连续基础

算子的一致模，Ｇ２ 是在 ［ ｘ０， ｙ０ ） 上以 ｛ ｅ１， ｅ２，…，
ｅｎ｝ ｚ１，ｚ２，…，ｚｎ － １

为 ｎ⁃单位元且具有连续基础算子的第 Ｉ
类 ｎ⁃一致模，序关系为 １ ＜ ２．

３　 结束语

本文从 ２ 个半群出发，借助 Ｃｌｉｆｆｏｒｄ 半群序和理

论，提出了 ２ 种 ｎ⁃一致模的构造方法，利用这些构造

方法，能构造大量新的 ｎ⁃一致模，丰富了对 ｎ⁃一致

模的认识． 此外，利用这些构造方法，证明了文献

［８］中关于具有连续基础算子 ｎ⁃一致模的分解定理

的逆命题都成立． 在未来的工作中，将致力于 ｎ⁃一
致模的新构造方法，尤其是在有界格上的构造方法．
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