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偏好、强序刻画和社会选择形式空间等价

肖莉娜，卢美华∗

（江西科技学院理学教学部，江西 南昌　 ３３００２２）

摘要：为研究一般社会选择函数的构造机制，该文通过一般性偏好的运算形成偏好的强序刻画，并基于此

证明在形式背景下社会选择函数全空间的一些等价性和自等价性． 但是在强序刻画下，社会选择函数的

存在性定理（Ａｒｒｏｗ 定理）的构造相对简化，约束公理系统的配置也简化，这为全面形式化处理 Ａｒｒｏｗ 定理

提供了有力工具．
关键词：强序偏好；分影；形式空间等价
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０　 引言

Ａｒｒｏｗ 不可能性定理有 ７０ 多年的研究历史，已
经有一些具体证明，但各种证明都有一些瑕疵［１］ ．
如直观上非独裁性的约束非常弱，而独裁是强约束

条件，本质上独裁函数个数是可列举的，并且独裁约

束矛盾于其他所有约束公理，从而逻辑上其他约束

公理不可能推导出独裁性，但它们与非独裁性又不

相容． 在 Ａｒｒｏｗ 不可能性定理的证明中，Ｊ． Ｇｅａｎａｋｏ⁃
ｐｌｏｓ［２］ 已经归纳出 ２ 种路径：一种是 Ｋ． Ｊ． Ａｒｒｏｗ
等［３］基于决定集的证明，另一种是 Ｓ． Ｂａｒｂｅｒá 等［４］

依据关键投票者（Ｐｉｖｏｔａｌ ｖｏｔｅｒｓ）的证明；Ｙｕ Ｎｉｎｇ［５］

归纳了 ３ 种具体实现的方法． 事实上，每隔 １０ 年，都
会有著名的学者提出新的证明方法［６⁃１１］，并于 ２０１４
年 ５ 个诺贝尔经济学奖获得者再次讨论了 Ａｒｒｏｗ 定

理的证明［１２］ ． 在这些文献的证明性过程中克服一个

瑕疵，但又会产生另一个瑕疵． 近期，左勇华等［１］ 指

出：在本质上该问题是一个公理系统的相容性问题．
而 Ｈｕ Ｌｉｕ［１３］采用了形式语句刻画给出了逻辑形式的

证明，也预示了 Ａｒｒｏｗ 定理证明需要借助元数学模式．
由于 Ａｒｒｏｗ 定理涉及整个社会科学的逻辑基

础，所以能否进行构造性证明或证明其不成立，除各

社会科学外对决策理论最为重要，尤其是群决策理

论［１４］ ． 同时，考虑其保障存在性的约束公理配置，这
里至少是一个重要的机制设计方法． 同时 Ａｒｒｏｗ 定

理的证明和偏好刻画方法十分相依，为厘清 Ａｒｒｏｗ
定理的技术环节，本文基于强序标定投票者条件，构
造问题空间，证明相互包含性和自包含性，为 Ａｒｒｏｗ
定理研究提供了一个简化途径，并且也能预示着群

决策模式能处理好单决策模式，更是落实文献［１］
提出的公理形式化思路．

１　 社会选择框架

１． １　 基本知识

为刻画社会选择函数（简写 ＳＣＦ）框架，需要规

范刻画偏好、序、强序、弱序、偏序、全序、模等基本概

念． 偏好是一个经济学概念，依赖序的刻画，在对偏

好进行公理化刻画后偏好至少是一个偏序，而规范

刻画这些概念的基础为关系代数． 另外，严格偏好是

不包含无差异关系． 由于不同文献对于偏好、强序、
弱性等的刻画具有较大差异，因此本文给出一些基

本概念、符号及其说明．
对于泛指的有限集合 Ｓ，‖Ｓ‖表示 Ｓ 中元素个

数，被称为 Ｓ 的范数． 对于泛指关系 Ｒ，即给定集合
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Ｓ，Ｓ 上二元关系 Ｒ 是 Ｓ × Ｓ 的子集，若 ａ、ｂ∈Ｓ 满足

（ａ，ｂ）∈Ｒ⊂Ｓ × Ｓ，则称 ａ 关系 Ｒ 于 ｂ，在不产生歧

义情况下也称 ａ 和 ｂ 之间有关系 Ｒ． 为方便表述，若
ａ 对于 ｂ 有关系 Ｒ，则记为 ａＲｂ；若 ａ 对于 ｂ 没有关

系 Ｒ，则记作¬ ａＲｂ． 另外，泛指 Ｒ 特性：（ｉ）∀ａ∈Ｓ，⇒
ａＲａ，称 Ｒ 在 Ｓ 上满足自反性；∀ａ∈Ｓ，⇒¬ ａＲａ，称
Ｒ 在 Ｓ 上满足非自反性． （ ｉｉ）∀ａ、ｂ、c∈Ｓ，由 ａＲｂ、
ｂＲc⇒ａＲc，称 Ｒ 在 Ｓ 上满足传递性． （ ｉｉｉ）∀ａ、ｂ∈Ｓ，
ａ≠ｂ，若 ａＲｂ⇒ｂＲａ，则称 Ｒ 在 Ｓ 上满足对称性；∀ａ、
ｂ∈Ｓ，ａ≠ｂ，若ａＲｂ⇒¬ ｂＲａ，则称 Ｒ 在 Ｓ 上满足非对

称性． （ｉｖ）若∀ａ、ｂ∈Ｓ，ａ≠ｂ，必有 ａＲｂ 或者 ｂＲａ，则
称 Ｒ 在 Ｓ 上满足完全性．

泛指 Ｒ 在 Ｓ 上具传递性，称 Ｒ 为偏序；泛指 Ｒ
在 Ｓ 上具传递性和完全性，称 Ｒ 为全序；泛指 Ｒ 在 Ｓ
上具自反性、传递性和完全性，称 Ｒ 为弱序；泛指 Ｒ
在 Ｓ 上具非自反性、传递性和完全性，称 Ｒ 为强序．
显然，弱序、强序都为全序． 泛指 Ｒ 在 Ｓ 上具自反

性、传递性、对称性，称 Ｒ 为等价，并记为“ ～ ”，“ ～ ”
未必为全序． 由于偏好满足具自反性、传递性和完全

性，所以本文所称偏好序均为弱序． 另外，关系可以

进行衍生、分解、诱导等构造． 如“¬ ≼” ＝ “≽”，Ｒ ＝

Ｐ∪Ｉ，“≽” ＝ “≻∪ ～ ”，后续含义自明．

１． ２　 ＳＣＦ 的强序构造

自然数实体可从广为所知的皮亚诺公理出发来

构造． 自然数是一个集合 Ｎ，它满足以下公理：（ ｉ）
０∈Ｎ；（ｉｉ）若 ｘ∈Ｎ，则后继性 ｘ′∈Ｎ（后继的存在），
并且∀ｘ∈Ｎ，有 ｘ′≠０． 于是可形成一个实证性构

造，０： ＝ ⌀，１： ＝ ｛⌀｝；２： ＝ １∪｛１｝ ＝ ｛⌀，｛⌀｝｝；

后续采用后继的归纳定义 ３： ＝ １∪２∪ ｛１，２｝ ＝

｛⌀｝∪｛⌀，｛⌀｝｝∪｛⌀，｛⌀，｛⌀｝｝｝，依照定义

规则，若已经定义好了 ｎ，则如下定义 ｎ ＋ １： ＝ １∪
２∪…∪ｎ∪｛１，２，…，ｎ｝，这样每个自然数是一个实

体性集合对应物，其中逻辑语句“： ＝ ”表示“定义

为” ． 以上定义能形成实体性自然数，也就排除了实

无穷，并且每个自然数是实体性对象的实体集合． 不
过，这种力求避免任何数理逻辑矛盾的构造行为形

成了极大的书写困难．
为构造 ＳＣＦ 的形式框架，以 Ａ（ａｌｄｉｔｉｎａｔｉｖｅ）表示

标度性备择物集，以 Ｖ（Ｖｏｔｅｒ）表示标度性投票者

集，一般地，ＳＣＦ 不是采用 ｉｎｄｉｖｉｄｕａｌ，而是直接考虑

投票．本文采用文献［７］的 Ｖｏｔｅｒ 表达，并记（Ａ，Ｖ） ＝

∪（Ａｉ，Ｖ ｊ），其中（Ａｉ，Ｖ ｊ）表示 Ａｉ 中有特定个数的 ｉ
个备择物，Ｖ ｊ 中有特定的 ｊ 个投票者． 一般地，可以

直接构造出（Ａｉ，Ｖ ｊ）的实体性备择物和实体性投票

者（见实体自然数的定义），但考虑自然数的实体形

式化构造的书写极其复杂，直接简化备择物记为

Ａｉ ＝ ｛α１，α２，…，αｉ｝，并简化投票者记为 Ｖ ｊ ＝ ｛ β１，
β２，…，β ｊ｝ ． ∀β 以及∀Ａｋ，∃Ｒ 为相关偏好序，即任

给投票者 β 在任给备择物集 Ａｋ 上都有一个偏好序

Ｒ 满足自反性、传递性、完全性． 为了简化，Ｒ 直接

用≼表示其弱序关系，并且以证明需要适时分解为

Ｒ ＝ Ｐ∪Ｉ，前者为严格偏好，后者为无差异，其中严

格偏好 Ｐ 满足非自反性、传递性、完全性并直接

用≺表示为强序关系，Ｉ 满足对称性、自反性、传递

性并直接用 ～ 表示为等价关系（无差异关系） ． 另
外，还采用≽、≻等符号表示相应的逆关系，其含义

上下文是自明的，并且显然有“≽” ＝ “≻∪ ～ ” ．
在文献［２⁃５］及文献［９⁃１２］中有各种 ＳＣＦ 框架

的刻画，本文先指定（Ａｉ，Ｖ ｊ）形成 ＳＣＦ 问题空间． 由
于 ＳＣＦ 要确定投票者集、备择物集，给定（Ａｉ，Ｖ ｊ），
∀βｋ∈Ｖ ｊ 有 Ａｉ 上的偏好序 Ｒｋ，Ｖ ｊ 上的偏好序组合为

（Ｒ１，Ｒ２，…，Ｒ ｊ） ． ＳＣＦ 为（Ｒ１，Ｒ２，…，Ｒ ｊ）
Ｆ
→Ｒｓ，其中

Ｒｓ 表示由全体投票者偏好集结而成的社会偏好． 文
献［３］提出约束并准确形式化后 ＳＣＦ 的 ＵＤ、ＰＰ、
ＩＩＡ、ＮＤ 约束公理，后续形成了多种约束公理体系，
如 Ｓｅｎ 公理体系、Ｍａｙ 公理体系等［１１］ ． 本文采用文

献［９］刻画的公理体系，并且本质上 ＳＣＦ 是集结运

算． 为此，先给出问题空间的定义，并基于偏好序定

义分影、合影运算等概念．
定义 １ 　 给定（ Ａｉ，Ｖ ｊ ），（ ｉ） 称 ＰＳＣＦ （ Ａｉ，Ｖ ｊ ） ＝

｛Ｒ１，Ｒ２，…，Ｒ ｊ １≤ｋ≤ ｊ，Ｒｋ 为 Ａｉ 上的弱序｝为（Ａｉ，
Ｖ ｊ）上的 ＳＣＦ 的问题空间，记为 ＰＳＣＦ（Ａｉ，Ｖ ｊ）；（ ｉｉ）称

∪ｉ，ｊＰＳＣＦ（Ａｉ，Ｖ ｊ）为 ＳＣＦ 问题全空间，记为 ＰＳＣＦ；（ ｉｉｉ）
称 ＰＳＴ（Ａｉ，Ｖ ｊ） ＝ ｛（ ｐ１，ｐ２，…，ｐ ｊ） １≤ｋ≤ ｊ，ｐｋ 为 Ａｉ

上强序｝为（Ａｉ，Ｖ ｊ）的 ＳＣＦ 加强空间，记为 ＰＳＴ （Ａｉ，

Ｖ ｊ）；（ｉｖ）称∪ｉ，ｊＰＳＴ（Ａｉ，Ｖ ｊ）为 ＳＣＦ 问题加强全空间，
记为 ＰＳＴ ．

定义 ２ 　 在 ＰＳＣＦ上，∀Ａｉ、∀Ｖ ｊ，以及∀α１，α２ ∈
Ａｉ，对偏好序 Ｒｋ 规定序对〈Ｒｋ ＋ ，Ｒｋ － 〉：

（ｉ）当 α１Ｒｋα２ 为 α１ ～ α２ 时，α１Ｒｋ ＋ α２ 为 α１ ≺
α２，而 α１Ｒｋ － α２ 为 α１≻α２；并对其他全部的 α ～ α１ ～
α２，规定 αＲｋ ＋ α１ 为 α ～ α１ （≺α２），规定 αＲｋ － α１ 为

α ～ α１（≻α２） ．
（ｉｉ）当 α１Ｒｋα２ 为 α１≺α２ 时，α１Ｒｋ ＋ α２⇔α１Ｒｋα２

且 α１Ｒｋ － α２⇔α１Ｒｋα２；称〈Ｒｋ ＋ ，Ｒｋ － 〉为 Ｒｋ 在 α１，α２

２ 个等价点上的有序分影，记为 φα１α２Ｒｋ，即 φα１α２Ｒｋ ＝
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〈Ｒｋ ＋ ，Ｒｋ － 〉 ． 同时称 Ｒｋ 为〈Ｒｋ ＋ ，Ｒｋ － 〉在〈α１，α２〉上

的合影．
罗云峰等［１５］归结了广泛的集结路径研究，本质

上有序分影具有路径相依性． 不过，以上定义中

φα１α２≠φα２α１Ｒｋ，但正好有 φα２α１Ｒｋ ＝ 〈Ｒｋ － ，Ｒｋ ＋ 〉 ． 为消

除此类路径相依性，可以给出等价对（α１，α２）的分

影（Ｒｋ ＋ ，Ｒｋ － ） ． 当然，合影只有在合适分影对上才能

实施，后续将考虑在无任何 ３ 元循环时均可做合影，
这将进入直接的集结运算．

显然，偏好 Ｒｋ 中等价的分影只分解一个等价关

系． 文献［１０］用偏好投影、保序运算，由此考察多面

体顶点． 一方面这是整体性操作；另一方面，文献

［１０］方法部分可拟操作，构成全局分影，毕竟在备

择物 α１、α２ 上等价序的分影过于局限． 但全局分影

需考虑整个偏好序 Ｒ 的分解 Ｒ ＝ Ｐ∪Ｉ，再考虑在等

价关系中全部等价序的分影．
考察加载偏好序的备择物集（Ａ，Ｒ），Ａ ＝ ｛α１，

α２，…，αｉ｝，Ｉ 为包含于 Ｒ 中的等价关系． 作 Ａ ／ ～ ＝

｛Λ１，Λ２，…，Λｋ｝，其中若满足：（ｉ）Ａ ＝ Λ１∪Λ２∪…∪
Λｋ；（ｉｉ）任何 Λｓ∪Λｔ ＝⌀（ ｓ≠ｔ）；（ ｉｉｉ）在任何 Λｓ 中，
∀α、α′∈Λｓ，有α ～ α′，即 αＩα′，则称 Ａ ／ ～ 为 Ａ 的等

价类划分．同时建立一类集序，∀Λｓ、Λｔ∈Ａ ／ ～ ，∀α∈
Λｓ、α′∈Λｔ，定义等价类序如下：

（ｉ）Λｓ≺Λｔ⇔α≺α′；（ｉｉ）Λｔ≺Λｓ⇔α′≺α．
一般地，当（Ａ，Ｒ）不包含“ ～ ”时，所有的 Λｋ 都

是单点集． 当（Ａ，Ｒ）含“ ～ ”时，对于非单点集 Λｋ，可
建立在（Ａ，Ｒ）上 Ａ ／ ～ 的分影，记为 φＡ／ ～ Ｒｋ，φＡ／ ～ Ｒｋ ＝
（Ｒｋ ＋ ，Ｒｋ － ），规定（Ｒｋ ＋ ，Ｒｋ － ）如下：

（ｉ） ∀Λｓ ≺ Λｔ 以及 ∀α ∈ Λｓ、 α′∈ Λｔ， 规定

αＲｋ ＋ α′、αＲｋ － α′均为 α≺α′．
（ｉｉ）∀Λｓ∈Ａ ／ ～ ，记为 Λｓ ＝ ｛αｓ１，αｓ２，…，αｓｉ｝，

规定 αｓ１Ｒｋ ＋ αｓ２Ｒｋ ＋ …Ｒｋ ＋ αｓｉ⇔αｓ１ ≺αｓ２ ≺…≺αｓｉ，并
规定 αｓ１Ｒｋ － αｓ２Ｒｋ － …Ｒｋ － αｓｉ⇔αｓ１≻αｓ２≻…≻αｓｉ ．

另外可以定义偏好序对的对影． 由以上构造，等
价类上的分影同样也不唯一，但显然具有如下引理．

引理 １ 　 ∀（Ａ，Ｒ）∈ＰＳＣＦ，φＡ ／ ～ Ｒｋ 在 Ａ ／ ～ 上保

持了等价类序．
定义 ３　 Ｒ ＋ 、Ｒ － ∈（Ａ，Ｒ），且都为其中的偏好

强序，称（Ｒ ＋ 、Ｒ － ）为 Ａ 上的对影偏好，若∀α、ξ、ζ∈
Ａ，Ｒ ＋ 、Ｒ － 对 α、ξ、ζ ３ 者的排序不在孔多塞循环中．

为充分明晰采用对影偏好的性质，采用文献

［１４］的可排规则来刻画，由于 Ｒ ＋ 、Ｒ － 都是强序偏

好，不妨定 Ｒ ＋ 在 α、ξ、ζ ３ 者上的排序为 αＲ ＋ ξＲ ＋ ζ
（定向为 α≺ ξ≺ ζ），所以 Ｒ － 排序 α、 ξ、 ζ 不能为

ξＲ － ζＲ － α（定向为 ξ≺ζ≺α）、ζＲ － αＲ － ξ（定向为 ζ≺
α≺ξ） ． Ｒ － 排 α、ξ、ζ 序可有 ４ 种：α≺ξ≺ζ、α≻ξ≻ζ、
α≺ζ≺ξ、ξ≺α≺ζ． 本质上，对影是共识的重要刻画，
另外可划分 Ａ 形成分片对影、３ 个投票者对影等．

考虑 ＳＣＦ 的本质是集结运算，为提供准确的证

明，有必要约简问题规模，形成更为标准的形式． 众
多文献提出了很多 ＳＣＦ 约束公理，同时还可以考虑

公理配置，如单峰偏好就是重新配置了 ＵＤ 公理． 为
此，以 ＡＳ 代表一组约束公理（Ａｘｉｏｍ ｓｙｓｔｅｍ），考虑

ＳＣＦ 的存在性． 若在 ２ 个空间中，ＳＣＦ 的存在性是一

致的，则称之为集结性等价，并以 Ｏｓcｆ 及一般性

集结．
定义 ４　 称空间 Ｐ１ 与 Ｐ２ 在约束公理系统 ＡＳ 下

是集结性等价的，若在 ＡＳ 下，在 Ｐ１ 中存在 ＳＣＦ 必然

在 Ｐ２ 中也存在 ＳＣＦ，反之亦然．

２　 主要结果

定理 １　 Ａｉ ＝ ｛α１，α２，…，αｉ｝，Ｐ１、Ｐ２ 为 Ａｉ 上的

两强序偏好，（Ｐ１，Ｐ２）为对影序，则 Ｏｓcｆ（Ｐ１，Ｐ２）为序

偏好．
证　 若 Ｐ１、Ｐ２ 为在 Ａ２ ＝ ｛α１，α２｝上的两强序偏

好，则（Ｐ１，Ｐ２）为序同向或异向，故任何 Ｏｓcｆ（Ｐ１，Ｐ２） ＝
Ｐ１ ＝ Ｐ２，或者 Ｏｓcｆ（Ｐ１，Ｐ２） ＝ “ ～ ” ． 在 Ａ２ ＝ ｛α１，α２｝
上 Ｏｓcｆ（Ｐ１，Ｐ２）是平凡的．

若 Ａｉ ＝ ｛α１，α２，…，αｉ｝不少于 ３ 个备择物，则
∀α、ξ、ζ∈Ａｉ，既然 Ｐ１、Ｐ２ 为强序，为方便设 αＰ１ξＰ１ζ
定向为 α≺ξ≺ζ，由对影知 Ｐ２ 排 α、ξ、ζ 序有 ４ 种：
α≺ξ≺ζ、α≻ξ≻ζ、α≺ζ≺ξ、ξ≺α≺ζ． 下面分 ４ 种情

况讨论，并且采用文献［１４］的刻画方法．
（ｉ）若 Ｐ２ 排 α、ξ、ζ 序为 α≺ξ≺ζ，则 Ｏｓcｆ （Ｐ１，

Ｐ２）排 α、ξ、ζ 序为 α≺ξ≺ζ． ∀δ≠α、ξ、ζ，δ∈Ａｉ，显
然，Ｐ１ 排 α、ξ、ζ、δ 序为 δ≺α≺ξ≺ζ，或 α≺δ≺ξ≺ζ，
或 α≺ξ≺δ≺ζ，或 α≺ξ≺ζ≺δ．

若 Ｐ１ 排序为 δ≺α≺ξ≺ζ，则 Ｐ２ 只能排序为δ≺
α≺ξ≺ζ 或 α≺δ≺ξ≺ζ，否则 Ｐ２ 排序为 α≺ξ≺δ≺ζ
或α≺ξ≺ζ≺δ． 在这 ２ 种情况下，无论何种情况，Ｐ１、
Ｐ２ 对 δ、α、ξ 都会存在孔多塞循环的连续排序． 当 Ｐ２

排序为α≺ξ≺ζ≺δ 时 δ、α、ζ 以及 ξ、ζ、δ 甚至也都构

成了孔多塞循环的连续排序． 为此，Ｏｓcｆ （Ｐ１，Ｐ２ ）排

α、ξ、ζ、δ 序为 δ≺α≺ξ≺ζ 或 δ≺α≺ξ≺ζ．
若 Ｐ１ 排序为 α≺δ≺ξ≺ζ，Ｐ２ 必不排序为 α≺

ξ≺ζ≺δ，否则 ξ、ζ、α 将在 Ｐ１、Ｐ２ 下构成孔多塞循环

的连续排序． 于是有：Ｐ２ 排序为 δ≺ α≺ ξ≺ ζ⇒
Ｏｓcｆ（Ｐ１，Ｐ２）排序 δ ～ α≺ξ≺ζ；Ｐ２ 排序为 α≺δ≺ξ≺
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ζ⇒Ｏｓcｆ（Ｐ１，Ｐ２）排序 α≺δ≺ξ≺ζ；Ｐ２ 排序为 α≺ξ≺
δ≺ζ⇒Ｏｓcｆ（Ｐ１，Ｐ２）排序 α≺δ ～ ξ≺ζ．

显然，若 Ｐ１ 排序为 α≺ξ≺ζ≺δ，则证明过程同

于 Ｐ１ 排序为 α≺δ≺ξ≺ζ 的情况；若 Ｐ１ 排序为 α≺
ξ≺δ≺ζ，则证明过程同于 Ｐ１ 排序为 α≺δ≺ξ≺ζ 的

情况．
于是，综合上述，若 Ｐ２ 排 α、ξ、ζ 序为α≺ξ≺ζ，

则 Ｏｓcｆ（Ｐ１，Ｐ２）得证．
（ｉｉ）若 Ｐ２ 排 α、ξ、ζ 序为 α≻ξ≻ζ，Ｏｓcｆ（Ｐ１，Ｐ２）

排 α、ξ、ζ 序为 α ～ ξ ～ ζ． 再考虑∀δ≠α、ξ、ζ，δ∈Ａｉ，
显然 Ｐ１ 在 α≺ξ≺ζ 上 δ 有 ４ 种排位． 若 Ｐ１ 排序为

δ≺α≺ξ≺ζ，则 Ｐ２ 排序为 δ≻α≻ξ≻ζ⇒Ｏｓcｆ （Ｐ１，
Ｐ２）排序为 δ ～ α ～ ξ ～ ζ．

若 Ｐ１ 排序为 δ≺α≺ξ≺ζ，则 Ｐ２ 排序为 α≻δ≻
ξ≻ζ，即ζ≺ξ≺δ≺α⇒ξ≺δ≺α 与 δ≺α≺ξ 构成孔

多塞循环的连续排序⇒（Ｐ１，Ｐ２）不为对影序⇒Ｐ２ 不

排序为 α≻δ≻ξ≻ζ；同样，若 Ｐ１ 排序为 δ≺α≺ξ≺
ζ，则 Ｐ２ 也必不排序为 α≻ξ≻δ≻ζ．

若 Ｐ１ 排序为 δ≺α≺ξ≺ζ，则 Ｐ２ 排序为 α≻ξ≻
ζ≻δ⇒Ｏｓcｆ（Ｐ１，Ｐ２）排序为 δ≺α ～ ξ ～ ζ．

这种情况说明：若对影序（Ｐ１，Ｐ２）严格反序排

任何 ３ 个备择物，则其他备择物只能是在该 ３ 个备

择物的边界上．
（ｉｉｉ）若 Ｐ２ 排序为 α≺ζ≺ξ，Ｏｓcｆ（Ｐ１，Ｐ２）排 α、ξ、

ζ 序为α≺ξ ～ ζ． 再考虑∀δ≠α、ξ、ζ，δ∈Ａｉ，同样 Ｐ１

在 α≺ξ≺ζ 上 δ 有 ４ 种排位． 若 Ｐ１ 排序为 δ≺α≺
ξ≺ζ，则 Ｐ２ 排序为 δ≺α≺ζ≺ξ⇒Ｏｓcｆ（Ｐ１，Ｐ２） 排序

为δ≺α≺ξ ～ ζ；若 Ｐ１ 排序为δ≺α≺ξ≺ζ，则 Ｐ２ 排序

为 α≺δ≺ζ≺ξ⇒Ｏｓcｆ（Ｐ１，Ｐ２）排序为 δ ～ α≺ξ ～ ζ；若
Ｐ１ 排序为 δ≺α≺ξ≺ζ，则 Ｐ２ 必不排序为α≺ζ≺δ≺
ξ，否则 δ≺α≺ξ≺ζ、α≺ζ≺δ≺ξ⇒δ≺ξ≺ζ、ζ≺δ≺ξ
在 Ｐ１、Ｐ２ 下构成孔多塞循环的连续排序；若 Ｐ１ 排序

为 δ≺α≺ξ≺ζ，则 Ｐ２ 必不排序为 α≺ζ≺ξ≺δ，否则

δ≺α≺ξ≺ζ、α≺ζ≺ξ≺δ⇒δ≺α≺ξ、α≺ξ≺δ 在 Ｐ１、
Ｐ２ 下构成孔多塞循环的连续排序，甚至 δ、α、ζ 也在

Ｐ１、Ｐ２ 下构成孔多塞循环的连续排序．
这说明：Ｐ２ 排序为 α≺ζ≺ξ，Ｏｓcｆ （Ｐ１，Ｐ２）能集

结为偏好序．
（ｉｖ）若 Ｐ２ 排序为 ξ≺α≺ζ，依情况（ ｉｉｉ），同理

可证Ｏｓcｆ（Ｐ１，Ｐ２）能集结为偏好序．
综合 ４ 种情况，定理 １ 得证．
定理 １ 说明对影序可以把一般序强化为严格

序． 定理 １ 及其证明过程在比较狭窄的空间上，一方

面，给出了一个集结的直接方法；另一方面，给出了

可集结性的判断． 并且，这里集结性是广泛适应的，

也就是在广泛性约束公理上都是适应的，并且在对

影和孔多塞循环之间建立了联系． 本质上，可以提出

３ 元对影和多元对影，作为可集结性的一个指示． 当
然，广泛的约束公理并没有指明，其中约束无限制性

定义域（ＵＤ 公理）对于共识非常重要［１６］；当然 ＵＤ
公理也可以扩充，本质上文献［１７⁃１８］在格序上和在

弱序上定义群决策就延展了 ＵＤ 公理． 考虑 ＳＣＦ 问

题的规模性，给出如下定理．
定理 ２　 对于任何约束公理系统 ＡＳ，ＳＣＦ 问题

全体的问题空间 ＰＳＣＦ等价于 ＳＣＦ 问题加强全空间

ＰＳＴ，后者是前者的真子空间．

证　 ＰＳＴ ＝ ∪ｉ，ｊＰＳＴ （Ａｉ，Ｖｊ），而其中 ＰＳＴ （Ａｉ，Ｖｊ） ＝
｛（ｐ１，ｐ２，…，ｐ ｊ） １≤ｋ≤ ｊ，ｐｋ 为 Ａｉ 上强序｝ ． 但是，

ＰＳＣＦ ＝∪ｉ，ｊＰＳＣＦ （Ａｉ，Ｖ ｊ），其中 ＰＳＣＦ （Ａｉ，Ｖ ｊ） ＝ ｛（Ｒ１，
Ｒ２，…，Ｒ ｊ） １≤ｋ≤ｊ，Ｒｋ 为 Ａｉ 上弱序｝ ．

显然，有 ＰＳＣＦ⊃ＰＳＴ，即后者是前者的真子空间．
那么，对于任何约束公理系统 ＡＳ，若 ＳＣＦ 在 ＰＳＣＦ上

存在，则 ＳＣＦ 必在 ＰＳＴ上存在． 为此，只需证明若 ＳＣＦ
在 ＰＳＴ上存在则必有 ＳＣＦ 在 ＰＳＣＦ上存在．

设公理系统 ＡＳ 下 ＳＣＦ 在 ＰＳＴ上存在，考察 ＰＳＣＦ

上的 ＳＣＦ 存在性． ∀Ｐ∈ＰＳＣＦ，∃（ ｉ，ｊ）使得 Ｐ∈（Ａｉ，
Ｖ ｊ），为此记 Ｐ ＝ （Ｒ１，Ｒ２，…，Ｒ ｊ），其中 Ｒｋ 为 Ａｉ 上弱

序． 其中 Ｒｋ 可能包含也可能不包含“ ～ ”，都可作

φＡ ／ ～ Ｒｋ ＝ （ Ｒｋ ＋ ， Ｒｋ － ）， 必有 φＰ ／ ～ Ｐ ＝ （ φＡ ／ ～ Ｒ１，
φＡ／ ～ Ｒ２，…，φＡ／ ～ Ｒｋ，…，φＡ／ ～ Ｒｊ），为了简便，记 φＰ／ ～ Ｐ ＝
（Ｒ１ ＋ ，Ｒ１ － ，Ｒ２ ＋ ，Ｒ２ － ，…，Ｒ ｊ ＋ ，Ｒ ｊ － ） ＝ （ ｐ１，ｐ２，…，ｐ ｊ，
ｐ ｊ ＋ １，…，ｐ２ｊ） ． 故显然有 φＰ ／ ～ Ｐ∈ＰＳＴ （Ａｉ，Ｖ２ｊ），由 ＡＳ

下在 ＰＳＴ 上存在 ＳＣＦ，记其中之一为 Ｓ０： ＰＳＴ（Ａｉ，
Ｖ２ｊ）→ＰＳＣＦ（Ａｉ，Ｖ０），这里（Ａｉ，Ｖ０）满足‖Ｖ０‖ ＝１，即
Ｖ０ 只有 １ 个投标者，故 ＰＳＣＦ（Ａｉ，Ｖ０）为社会的偏好．
从构造上 Ｓ０ 通过 φＰ ／ ～ Ｐ 把∀Ｐ∈（ Ａｉ，Ｖ ｊ ） 映射为

ＰＳＣＦ（Ａｉ，Ｖ０）的一个确定性元素，从而得到 ＡＳ 下（Ａｉ，
Ｖ ｊ）上的 ＳＣＦ，并且该 Ｓ（Ｐ） ＝ Ｓ０φＰ ／ ～ （Ｐ） ． 并由 Ｐ∈
ＰＳＣＦ的任意性知，ＳＣＦ 在 ＰＳＣＦ上存在．

综上所述，在 ＡＳ 下，ＳＣＦ 问题全体的问题空间

ＰＳＣＦ集结性等价于 ＳＣＦ 问题加强全空间 ＰＳＴ ．
定理 ２ 说明：基于强序标定投票者条件，在 ＳＣＦ

问题空间的构造上集结性等价于其一个真子集． 这
就为 Ａｒｒｏｗ 定理研究提供了一个简化途径；同时，定
理 ２ 也提供了一个指示可集结的条件，如对影的集

结是非常简洁．

３　 结论

本文的主要结论显示：社会选择函数能在严格
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的偏好序空间（即强序空间）上构造，其存在性完全

等价于弱序空间上的存在性，从而社会选择函数的

问题空间可以压缩． 另外，在强序空间上构造社会选

择函数无论是文献［１５］的可排序，还是图像排序，
还是 ｂｏｒｄｅｒ 赋值等各种方法，其刻画描述更为准确

和清晰，从而社会选择函数的存在性判断更为具体．
同时，从群决策的角度来看，可以形成更为清晰的偏

好集结的方式． 虽然在形式空间的等价性研究上，并
不涉及具体的约束公理，但对于公理系统的约束相

容性，至少可更方便的构造指示性算子． 也就是说，
即使未必能确定性判断约束公理的相容性，但还是

可以构造一些运算予以指示． 同时，问题空间的不同

构造以及不同的加载拓扑，能产生更广泛的结论，至
少能统一诸多文献的结论［２⁃９，１６⁃２０］ ．
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