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基于双指数跳跃⁃扩散过程的欧式一篮子期权定价
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摘要：该文建立了具有相关性的多标的资产服从双指数跳跃⁃扩散过程的价格演化模型，并利用鞅方法和

Ｉｔｏ 公式得到了在双指数跳跃⁃扩散过程下的一篮子欧式看涨期权和一篮子欧式看跌期权的定价公式，可
用于处理一篮子期权的定价问题．
关键词：一篮子期权；双指数跳跃⁃扩散过程；鞅定价方法
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０　 引言

一篮子期权是一种多资产期权，是在金融衍生

品市场上交易最为活跃的新型期权之一，其标的资

产是一组或一篮子商品、证券或货币，这些资产可任

意组合，根据投资者的需求做出适当的组合来对冲

风险，因此一篮子期权越来越受到投资者的青睐．
１９００ 年 Ｌ． Ｂａｃｈｅｌｉｅｒ［１］将随机游走引入金融市

场，提出了关于标的资产价格的随机模型，这标志着

期权定价理论的问世． １９７３ 年 Ｆ． Ｂｌａｃｋ 等［２］假设股

票价格是连续的扩散过程并且服从几何布朗运动，
提出了著名的 Ｂｌａｃｋ⁃Ｓｃｈｏｌｅｓ 期权定价模型． 实证分

析［３］表明：在 Ｂｌａｃｋ⁃Ｓｃｈｏｌｅｓ 期权定价公式中资产价

格的假设和实际的金融市场存在不符，重要信息的

出现往往会导致资产价格发生跳跃． Ｒ． Ｃ． Ｍｅｒｔｏｎ［４］

在扩散过程中加入跳跃，假设资产价格是由几何布

朗运动和泊松过程共同驱动的，并且跳跃幅度服从

正态分布，但很难得到解析解． 文献［５］提出了双指

数跳跃⁃扩散模型，跳跃以泊松过程到达，跳跃幅度

用双指数分布刻画，即资产价格由一个连续变动的

几何布朗运动和一个不连续的、跳跃幅度服从双指

数分布的泊松跳过程组成． 双指数跳跃⁃扩散模型解

释了非对称峰度特征和“波动率微笑”现象，又因为

指数分布的无记忆性，所以利率衍生品、路径依赖型

期权等存在解析解．
目前，研究一篮子期权定价的常用方法有求解

偏微分方程法［６⁃７］、Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ 模拟法［８⁃９］ 和特征函

数法［１０］ ． Ｊ． Ｍ． Ｈａｒｒｉｓｏｎ 等［１１⁃１２］ 提出了一种求解金

融衍生品的定价方法———鞅定价方法，他们证明在

一定条件下，市场无套利等价于存在等价概率鞅测

度，使得市场中任意资产过程在此测度下为鞅． 文献

［１３⁃１５］对用鞅求解期权价格作了进一步研究． 文献

［１６⁃１８］研究了利用鞅求解在跳跃⁃扩散模型下的单

资产期权定价问题．
本文拟建立具有相关性的多维双指数跳跃⁃扩

散模型，并利用鞅定价方法得到关于双指数跳跃⁃扩
散模型的一篮子欧式期权定价公式，可用于实证处

理一篮子期权的定价问题．

１　 多维双指数跳跃⁃扩散过程

为了研究涉及多个资产的期权定价问题，需要

建立多个资产价格的演化模型． 在概率空间 （Ω，Ｆ，
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Ｐ） 中定义多维布朗运动 Ｗ（ｔ） ＝ （Ｗ１（ｔ），Ｗ２（ｔ），…，

Ｗｎ（ ｔ）） 和强度为 λ
～
＝ （λ１（ ｔ），λ２（ ｔ），…，λｎ（ ｔ）） 的

泊松过程 Ｎ
～
（ ｔ） ＝ （Ｎ１（ ｔ），Ｎ２（ ｔ），…，Ｎｎ（ ｔ）），它们

都相应于同一个域流 （Ｆ（ ｔ），０ ≤ ｔ ≤ Ｔ） 且相互

独立［１９］ ．
设 Ｓｉ（ ｔ） 是第 ｉ个风险资产的价格（ ｉ ＝ １，２，…，

ｎ），它满足随机微分方程

ｄＳｉ（ ｔ） ＝ μｉＳｉｄｔ ＋ σｉＳｉ（ ｔ）（∑
ｉ －１

ｋ ＝ １
ρｋｉｄＷｋ（ ｔ） ＋

１ － ∑
ｉ ＝ １

ｋ ＝ １
ρ２
ｋｉ ｄＷｉ（ ｔ） ) ＋ Ｓｉ（ ｔ －）ｄ（∑

Ｎ（ ｔ）

ｊ ＝ １
（Ｖｉ，ｊ － １）），

其中 μｉ 为资产 Ｓｉ（ ｔ） 的预期收益率，σｉ 是波动率，ρｋｉ

为风险资产 Ｓｉ（ ｔ） 和 Ｓｋ（ ｔ） 的相关系数，满足

｜ ρｋｉ ｜ ≤１，∑
ｉ －１

ｋ ＝ １
ρ２
ｋｉ ≤１，

Ｗ１（ ｔ），Ｗ２（ ｔ），…，Ｗｎ（ ｔ） 是互相独立的标准布朗运

动，Ｖｉ，ｊ（ ｊ ＝ １，２，…，Ｎ（ ｔ）） 是独立同分布的非负随

机变量．
设 Ｙｉ ＝ ｌｎ Ｖｉ 是跳跃幅度，双指数跳跃 ⁃ 扩散模

型的跳跃幅度分布函数为

ｆＹｉ（ｙ） ＝ ｐｉηｉ，１ｅ －ηｉ，１ｙＩ｛ｙ≥０｝ ＋ ｑｉηｉ，２ｅ －ηｉ，２ｙＩ｛ｙ ＜ ０｝，
ηｉ，１ ＞ １，ηｉ，２ ＞ ０，
其中 ｐｉ（ ＞ ０） 表示资产价格 Ｓｉ（ ｔ） 向上跳跃的概率，
ｑｉ（ ＞ ０） 表示资产价格向下跳跃的概率，ｐｉ ＋ ｑｉ ＝ １．
ηｉ，１ ＞ １ 是为了保证 Ｅ（Ｖｉ） ＜ ∞ 和 Ｅ（Ｓｉ（ ｔ）） ＜ ∞，
本质上是要求平均向上跳的尺度不能超过 １００％，即

ｌｎ Ｖｉ ＝ Ｙｉ ＝
ξ ＋
ｉ ，概率为 ｐｉ，

ξ －
ｉ ，概率为 ｑｉ ．

{
ξ ＋
ｉ 、ξ －

ｉ 分别表示上跳幅度和下跳幅度，分别是均值

为 １ ／ ηｉ，１、１ ／ ηｉ，２ 的指数型随机变量，且
Ｅ（Ｙｉ） ＝ ｐｉ ／ ηｉ，１ － ｑｉ ／ ηｉ，２，Ｖａｒ（Ｙｉ） ＝ ｐｉｑｉ（１ ／ ηｉ，１ ＋

１ ／ ηｉ，２） ２ ＋ （ｐｉ ／ η２
ｉ，１ － ｑｉ ／ η２

ｉ，２） ．
由于市场无套利，风险中性测度存在，市场不完

全，风险中性测度不唯一，因此可选一个特殊的风险

中性测度 Ｐ，使得市场内所有资产的折现期望在新

的测度 Ｐ 下为鞅［２０］ ． 在该风险中性测度 Ｐ［５］ 下有

ｄＳｉ（ｔ） ／ （Ｓｉ（ｔ －）） ＝ （ｒ － λｉζｉ）ｄｔ ＋ σｉ（∑
ｉ－１

ｋ ＝１
ρｋｉｄＷｋ（ｔ） ＋

１ － ∑
ｉ －１

ｋ ＝ １
ρ２
ｋｉ ｄＷｉ（ ｔ） ) ＋ ｄ（∑

Ｎ（ ｔ）

ｊ ＝ １
（Ｖｉ， ｊ － １））， （１）

其中 ｒ 为无风险利率，Ｗ（ ｔ） ＝ （Ｗ１（ ｔ），Ｗ２（ ｔ），…，
Ｗｎ（ ｔ）） 是在概率测度 Ｐ 下的 ｎ 维标准布朗运动，

Ｎ
～
（ ｔ） ＝ （Ｎ１（ ｔ），Ｎ２（ ｔ），…，Ｎｎ（ ｔ）） 是在概率测度 Ｐ

下的强度为 λ
～

＝ （λ１（ ｔ），λ２（ ｔ），…，λｎ（ ｔ）） 的泊松

过程，且
ｐｉ ≥ ０，ｑｉ ≥ ０，ｐｉ ＋ ｑｉ ＝ １，λ ｉ ＞ ０，ηｉ，１ ＞ １，

ηｉ，２ ＞ ０，ζｉ ＝ Ｅ（ｅＹｉ － １） ＝ ｐｉηｉ，１ ／ （ηｉ，１ － １） ＋
ｑｉηｉ，２ ／ （ηｉ，２ ＋ １） － １．

引理 １　 当资产价格满足随机微分方程（１） ，
则资产价格的方程为

Ｓｉ（ ｔ） ＝ Ｓｉ（０）ｅｘｐ（（ ｒ － λ ｉζｉ － σ２
ｉ ／ ２） ｔ ＋

σｉ（∑
ｉ －１

ｋ ＝ １
ρｋｉＷｋ（ ｔ） ＋ １ － ∑

ｉ －１

ｋ ＝ １
ρ２
ｋｉ Ｗｉ（ ｔ） ) )∏

Ｎ
～
（ ｔ）

ｊ ＝ １
Ｖｉ， ｊ ． （２）

证 　 证明方程（２） 满足随机微分方程（１） ． 资
产价格 Ｓｉ（ ｔ） 的连续随机过程为

Ｘ ｉ（ ｔ） ＝ Ｓｉ（０）ｅｘｐ（（ ｒ － λ ｉζｉ － σ２
ｉ ／ ２） ｔ ＋

σｉ（∑
ｉ －１

ｋ ＝ １
ρｋｉＷｋ（ ｔ） ＋ １ － ∑

ｉ －１

ｋ ＝ １
ρ２
ｋｉ Ｗｉ（ ｔ） ) )．

纯跳过程为 Ｊｉ（ ｔ） ＝ ∏
Ｎ（ ｔ）

ｊ ＝ １
Ｖｉ， ｊ，即资产价格 Ｓｉ（ ｔ） ＝

Ｘ ｉ（ ｔ）Ｊｉ（ ｔ） ． 由连续过程的 Ｉｔｏ 公式可得

ｄＸｉ（ｔ） ＝ （ｒ － λｉζｉ）Ｘｉ（ｔ）ｄｔ ＋ σｉＸｉ（ｔ）（∑
ｉ－１

ｋ ＝１
ρｋｉｄＷｋ（ｔ） ＋

１ － ∑
ｉ －１

ｋ ＝ １
ρ２
ｋｉ ｄＷｉ（ ｔ） )． （３）

在第 ｊ 次跳时，Ｊｉ（ ｔ） ＝ Ｊｉ（ ｔ －）Ｖｉ， ｊ，则
Ｊｉ（ ｔ） － Ｊｉ（ ｔ －） ＝ Ｊｉ（ ｔ －）（Ｖｉ， ｊ － １） ．

方程 Ｊｉ（ ｔ） － Ｊｉ（ ｔ －） ＝ Ｊｉ（ ｔ －）（Ｖｉ， ｊ － １） 在非跳跃

时刻也成立，故

ｄＪｉ（ ｔ） ＝ Ｊｉ（ ｔ －）ｄ（∑
Ｎ
～
（ ｔ）

ｊ ＝ １
（Ｖｉ， ｊ － １）） ． （４）

由关于跳过程的 Ｉｔｏ 公式可知

Ｓｉ（ｔ） ＝ Ｘｉ（ｔ）Ｊｉ（ｔ） ＝ Ｓｉ（０） ＋ ∫ｔ
０
Ｘｉ（ｓ －）ｄＪｉ（ｓ） ＋

∫ｔ
０
Ｊｉ（ ｓ）ｄＸ ｉ（ ｓ） ＋ （Ｘ ｉ，Ｊｉ）（ ｔ） ． （５）

Ｊｉ（ ｔ） 是纯跳过程，而 Ｘ ｉ（ ｔ） 连续，故（Ｘ ｉ，Ｊｉ）（ ｔ） ＝
０，将式（３） 和式（４） 代入式（５） 得

Ｓｉ（ ｔ） ＝ Ｘ ｉ（ ｔ）Ｊｉ（ ｔ） ＝ Ｓｉ（０） ＋ ∫ｔ
０
Ｘ ｉ（ ｓ － ） ·

Ｊｉ（ｓ －）ｄ（∑
Ｎ（ｔ）

ｊ ＝１
（Ｖｉ． ｊ － １）） ＋ （ｒ － λｉζｉ）∫ｔ

０
Ｊｉ（ｓ）Ｘｉ（ｓ）ｄｓ ＋

σｉ∫ｔ
０
Ｊｉ（ｓ）Ｘｉ（ｓ）（∑

ｉ－１

ｋ ＝１
ρｋｉｄＷｋ（ｔ） ＋ １ － ∑

ｉ－１

ｋ ＝１
ρ２ｋｉ ｄＷｉ（ｔ） )，
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其微分形式为

ｄＳｉ（ ｔ） ＝ ｄ（Ｘ ｉ（ ｔ）Ｊｉ（ ｔ）） ＝ Ｘ ｉ（ ｔ －）Ｊｉ（ ｔ －）·

ｄ（∑
Ｎ（ｔ）

ｊ ＝１
（Ｖｉ， ｊ － １）） ＋ （ｒ － λｉζｉ）Ｘｉ（ｔ）Ｊｉ（ｔ）ｄｔ ＋ σｉＸｉ（ｔ）·

Ｊｉ（ｔ）（∑
ｉ－１

ｋ ＝１
ρｋｉｄＷｋ（ｔ） ＋ １ － ∑

ｉ－１

ｋ ＝１
ρ２ｋｉ ｄＷｉ（ｔ） ) ＝ Ｓｉ（ｔ）·

（ ｒ － λ ｉζｉ）ｄｔ ＋ Ｓｉ（ ｔ）σｉ（∑
ｉ －１

ｋ ＝ １
ρｋｉｄＷｋ（ ｔ） ＋

１ － ∑
ｉ －１

ｋ ＝ １
ρ２
ｋｉ ｄＷｉ（ ｔ） ) ＋ Ｓｉ（ ｔ －）ｄ（∑

Ｎ（ ｔ）

ｊ ＝ １
（Ｖｉ， ｊ － １）） ．

引理 １ 得证．

２　 欧式一篮子期权定价公式

欧式一篮子看涨期权和看跌期权在到期日的收

益分别为（∏
ｎ

ｉ ＝ １
Ｓｉ（ ｔ） αｉ － Ｋ） ＋

和（Ｋ － ∏
ｎ

ｉ ＝ １
Ｓｉ（ ｔ） αｉ） ＋

，

其中 Ｋ 是期权的行权价格，αｉ 是第 ｉ种资产 Ｓｉ（ ｔ） 在

一篮子期权中所占的比例，有

∑
ｎ

ｉ ＝ １
αｉ ＝ １，αｉ ≥０．

基于第 １ 节建立的双指数跳跃 ⁃扩散模型，本文

得到如下主要结果．
定理 １　 若资产价格 Ｓｉ（ ｔ）（ ｉ ＝ １，２，…，ｎ） 服

从双指数跳跃 ⁃ 扩 散模型（１），则欧式一篮子看涨

期权价格 Ｃ（ ｔ，Ｓ１（ ｔ），Ｓ２（ ｔ），…，Ｓｎ（ ｔ）） 为

Ｃ（ ｔ，Ｓ１（ ｔ），Ｓ２（ ｔ），…，Ｓｎ（ ｔ）） ＝ ｅｘｐ（∑
ｎ

ｉ ＝ １
αｉ ·

（ｌｎ Ｓｉ（ ｔ） ＋ ｎξｉ ＋ （ ｒ － λ ｉζｉ － σ２
ｉ ／ ２）（Ｔ － ｔ）） ＋

∑
ｎ

ｉ ＝１
σ２

ｉα２
ｉ （Ｔ － ｔ） ／ ２ － ｒ（Ｔ － ｔ））∑

∞

ｎ ＝０
ｅ－λλｎΦ（ｄ１） ／ ｎ！ －

ｅ －ｒ（Ｔ－ｔ）Ｋ∑
∞

ｎ ＝ ０
ｅ －λλｎΦ（ｄ２） ／ ｎ！，

其中Φ（ｘ） 为标准正态分布的分布函数，λ为 ｎ个资

产的跳跃强度，

ｄ１ ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
α２

ｉ σ２
ｉ （Ｔ － ｔ） ＋ ｄ２，

ｄ２ ＝ （∑
ｎ

ｉ ＝ １
αｉξｉｎ － ｄ） ／ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
α２

ｉ σ２
ｉ （Ｔ － ｔ） ，

ｄ ＝ ｌｎ Ｋ －∑
ｎ

ｉ ＝１
αｉ（ｌｎ Ｓｉ（０） ＋ （ｒ － λｉξｉ － σ２

ｉ ／ ２）Ｔ ＋

σｉ（∑
ｉ－１

ｋ ＝１
ρｋｉＷｋ（ｔ） ＋ １ － ∑

ｉ－１

ｋ ＝１
ρ２ｋｉＷｉ（ｔ） ) ＋ ∑

Ｎ（ｔ）

ｊ ＝１
ｌｎ Ｖｉ， ｊ）．

证 　 在概率测度 Ｐ 下，贴现看涨期权价格是

鞅，即一篮子看涨期权价格 Ｃ（ ｔ，Ｓ１（ ｔ），Ｓ２（ ｔ），…，

Ｓｎ（ ｔ）） 满足

Ｃ（ ｔ，Ｓ１（ ｔ），Ｓ２（ ｔ），…，Ｓｎ（ ｔ）） ＝ Ｅ（ｅ －ｒ（Ｔ－ｔ）·

（∏
ｎ

ｉ ＝ １
Ｓｉ（Ｔ） αｉ － Ｋ） ＋

｜ Ｆ（ ｔ）） ＝ Ｅ（ｅ －ｒ（Ｔ－ｔ）∏
ｎ

ｉ ＝ １
Ｓｉ（Ｔ） αｉ·

Ｉ（∏
ｎ

ｉ ＝１
Ｓｉ（Ｔ）

αｉ ＞Ｋ） ｜ Ｆ（ｔ）） － Ｅ（ｅ－ｒ（Ｔ－ｔ）ＫＩ（∏
ｎ

ｉ ＝１
Ｓｉ（Ｔ）

αｉ ＞Ｋ） ｜

Ｆ（ｔ））．
记

Ｇ ｉ ＝ ｅｘｐ（（ ｒ － λ ｉζｉ － σ２
ｉ ／ ２）（Ｔ － ｔ） ＋

σｉ（∑
ｉ－１

ｋ ＝１
ρｋｉ（Ｗｋ（Ｔ） － Ｗｋ（ｔ）） ＋ １ － ∑

ｉ－１

ｋ ＝１
ρ２ｋｉ （Ｗｉ（Ｔ） －

Ｗｉ（ ｔ））） ＋ ∑
Ｎ（Ｔ）

ｊ ＝ Ｎ（ ｔ） ＋１
ｌｎ Ｖｉ， ｊ） ．

由引理１有Ｓｉ（Ｔ） ＝ Ｓｉ（ｔ）Ｇｉ ．因此∏
ｎ

ｉ ＝１
Ｓｉ（Ｔ）αｉ ＞ Ｋ

等价于

∑
ｎ

ｉ ＝ １
αｉ ｌｎ Ｇ ｉ ＞ ｌｎ Ｋ － ∑

ｎ

ｉ ＝ １
αｉ ｌｎ Ｓｉ（ ｔ） ．

整理得

∑
ｎ

ｉ ＝ １
αｉ（σｉ（∑

ｉ －１

ｋ ＝ １
ρｋｉ（Ｗｋ（Ｔ） － Ｗｋ（ ｔ）） ＋

１ － ∑
ｉ －１

ｋ ＝ １
ρ２
ｋｉ （Ｗｉ（Ｔ） － Ｗｉ（ ｔ）） ) ＋ ∑

Ｎ（Ｔ）

ｊ ＝ Ｎ（ ｔ） ＋１
ｌｎ Ｖｉ， ｊ） ＞

ｌｎ Ｋ －∑
ｎ

ｉ ＝ １
αｉ（ ｌｎ Ｓｉ（０） ＋ （ ｒ － λ ｉζｉ － σ２

ｉ ／ ２）Ｔ ＋

σｉ（∑
ｉ －１

ｋ ＝ １
ρｋｉＷ（ ｔ） ＋ １ － ∑

ｉ －１

ｋ ＝ １
ρ２
ｋｉ Ｗｉ（ ｔ）） ＋∑

Ｎ（ ｔ）

ｊ ＝ １
ｌｎ Ｖｉ， ｊ） ．

ξｉ 表示跳跃幅度且 ξｉ ＝ ξ ＋
ｉ － ξ －

ｉ ，为了简化表达

式，记

ｄ ＝ ｌｎ Ｋ －∑
ｎ

ｉ ＝１
αｉ（ｌｎ Ｓｉ（０） ＋ （ｒ － λｉζｉ － σ２

ｉ ／ ２）Ｔ ＋

σｉ（∑
ｉ－１

ｋ ＝１
ρｋｉＷｋ（ｔ） ＋ １ －∑

ｉ－１

ｋ ＝１
ρ２ｋｉＷｉ（ｔ）） ＋∑

Ｎ（ｔ）

ｊ ＝１
ｌｎ Ｖｉ， ｊ），

Ｘ ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
αｉ（σｉ（∑

ｉ －１

ｋ ＝ １
ρｋｉ（Ｗｋ（Ｔ） － Ｗｋ（ ｔ）） ＋

１ － ∑
ｉ －１

ｋ ＝ １
ρ２
ｋｉ （Ｗｉ（Ｔ） － Ｗｉ（ ｔ））） ＋ ∑

Ｎ（Ｔ）

ｊ ＝ Ｎ（ ｔ） ＋１
ｌｎ Ｖｉ， ｊ），

则 Ｘ 服从正态分布，且

Ｅ（Ｘ） ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
αｉξｉ（Ｎ（Ｔ） － Ｎ（ ｔ）），Ｖａｒ（Ｘ） ＝

∑
ｎ

ｉ ＝ １
α２

ｉ σ２
ｉ （Ｔ － ｔ），从而有

Ｅ（ｅ －ｒ（Ｔ－ｔ）∏
ｎ

ｉ ＝ １
Ｓｉ（Ｔ） αｉＩ｛∏

ｎ

ｉ ＝ １
Ｓｉ（Ｔ）

αｉ ＞ Ｋ｝ ｜ Ｆ（ ｔ）） ＝
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Ｅ（ｅ －ｒ（Ｔ－ｔ） ｅｘｐ（∑
ｎ

ｉ ＝ １
αｉ ｌｎ Ｓｉ（Ｔ）） Ｉ（Ｘ ＞ ｄ） ｜ Ｆ（ ｔ）） ＝

ｅｘｐ（∑
ｎ

ｉ ＝ １
αｉ ｌｎ Ｓｉ（ ｔ） － ｒ（Ｔ － ｔ））Ｅ（ｅｘｐ（∑

ｎ

ｉ ＝ １
αｉ ｌｎ Ｇ ｉ）·

Ｉ（Ｘ ＞ ｄ） ｜ Ｆ（ ｔ）） ＝ ｅｘｐ（∑
ｎ

ｉ ＝ １
αｉ ｌｎ Ｓｉ（ ｔ） － ｒ（Ｔ － ｔ） ＋

∑
ｎ

ｉ ＝ １
αｉ（ ｒ － λ ｉζｉ － σ２

ｉ ／ ２）（Ｔ － ｔ））Ｅ（ｅＸＩ（Ｘ ＞ ｄ）） ． （６）

由全概率公式知，

Ｅ（ｅＸＩ（Ｘ ＞ｄ）） ＝ ∑
∞

ｎ ＝０
Ｐ（Ｎ（Ｔ） － Ｎ（ｔ） ＝ ｎ）Ｅ（ｅＸＩ（Ｘ ＞ｄ） ｜

Ｎ（Ｔ） －Ｎ（ｔ） ＝ ｎ） ＝∑
∞

ｎ ＝０
ｅ－λλｎ ／ ｎ！ｅｘｐ（∑

ｎ

ｉ ＝１
ｎαｉξｉ）Ｅ（ｅｘｐ（ｚ·

（ｄ１ － ｄ２）Ｉ（（ｘ－∑
ｎ

ｉ ＝１
αｉξｉｎ） ／ （ｄ１ －ｄ２） ＞（ｄ－∑

ｎ

ｉ ＝１
αｉξｉｎ） ／ （ｄ１ －ｄ２））） ＝

∑
∞

ｎ ＝ ０
ｅ －λλｎ ／ ｎ！· ｅｘｐ（∑

ｎ

ｉ ＝ １
ｎαｉξｉ ＋ （ｄ１ － ｄ２） ２ ／ ２） ·

∫∞
－ｄ２
ｅ－（ｚ－（ｄ１－ｄ２））２／ ２ ／ ２πｄｚ ＝∑

∞

ｎ ＝０
ｅ－λλｎ ／ ｎ！ｅｘｐ（ ∑

ｎ

ｉ ＝１
ｎαｉξｉ ＋

（ｄ１ － ｄ２） ２ ／ ２）Φ（ｄ１）， （７）

其中 ｄ１ ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
α２

ｉ σ２
ｉ （Ｔ － ｔ） ＋ ｄ２，ｄ２ ＝ （∑

ｎ

ｉ ＝ １
αｉξｉｎ －

ｄ） ／ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
α２

ｉ σ２
ｉ （Ｔ － ｔ） ，λ 为 ｎ 个资产的跳跃强度．

将式（７） 代入式（６） 并整理可得

Ｅ（ｅ －ｒ（Ｔ－ｔ）∏
ｎ

ｉ ＝ １
Ｓｉ（Ｔ） αｉＩ（∏

ｎ

ｉ ＝ １
Ｓｉ（Ｔ）

αｉ ＞ Ｋ） ｜ Ｆ（ ｔ）） ＝

ｅｘｐ（∑
ｎ

ｉ ＝ １
αｉ ｌｎ Ｓｉ（ ｔ） － ｒ（Ｔ － ｔ） ＋ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
αｉ（ ｒ － λ ｉζｉ －

σ２
ｉ ／ ２）（Ｔ － ｔ））∑

∞

ｎ ＝０
ｅ－λλｎ ／ ｎ！ｅｘｐ（∑

ｎ

ｉ ＝１
ｎαｉξｉ ＋∑

ｎ

ｉ ＝１
σ２

ｉα２
ｉ（Ｔ －

ｔ） ／ ２）Φ（ｄ１） ＝ ｅｘｐ（∑
ｎ

ｉ ＝１
αｉ（ｌｎ Ｓｉ（ｔ） ＋ ｎξｉ ＋ （ｒ － λｉζｉ －

σ２
ｉ ／ ２）（Ｔ － ｔ）） ＋ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
σ２

ｉ α２
ｉ （Ｔ － ｔ） ／ ２ － ｒ（Ｔ －

ｔ））∑
∞

ｎ ＝ ０
ｅ －λλｎΦ（ｄ１） ／ ｎ！，

Ｅ（ｅ －ｒ（Ｔ－ｔ）ＫＩ（∏
ｎ

ｉ ＝ １
Ｓｉ（Ｔ）

αｉ ＞ Ｋ） ｜ Ｆ（ ｔ）） ＝ ｅ －ｒ（Ｔ－ｔ）·

ＫＥ（Ｉ（∏ｎ

ｉ ＝１
Ｓｉ（Ｔ）

αｉ ＞Ｋ）） ＝ ｅ－ｒ（Ｔ－ｔ）Ｋ∑
∞

ｎ ＝０
Ｐ（Ｎ（Ｔ） － Ｎ（ｔ） ＝

ｎ）Ｅ（Ｉ（∏ｎ

ｉ ＝１
Ｓｉ（Ｔ）

αｉ ＞Ｋ） ｜ Ｎ（Ｔ） － Ｎ（ｔ） ＝ ｎ） ＝ ｅ－ｒ（Ｔ－ｔ）·

Ｋ∑
∞

ｎ ＝０
ｅ－λλｎＰ（Ｘ ＞ ｄ） ／ ｎ！ ＝ ｅ－ｒ（Ｔ－ｔ）Ｋ∑

∞

ｎ ＝０
ｅ－λλｎΦ（ｄ２） ／ ｎ！．

定理 １ 得证．
定理 ２　 若资产价格 Ｓｉ（ ｔ）（ ｉ ＝ １，２，…，ｎ） 服

从双指数跳跃 ⁃ 扩散模型（１），则欧式一篮子看跌期

权价格 Ｐ（ ｔ，Ｓ１（ ｔ），Ｓ２（ ｔ），…，Ｓｎ（ ｔ）） 为

Ｐ（ｔ，Ｓ１（ｔ），Ｓ２（ｔ），…，Ｓｎ（ｔ）） ＝ ｅ－ｒ（Ｔ－ｔ）Ｋ∑
∞

ｎ ＝０
ｅ－λ ·

λｎΦ（ － ｄ２） ／ ｎ！ － ｅｘｐ（∑
ｎ

ｉ ＝１
αｉ（ｌｎ Ｓｉ（ｔ） ＋ ｎξｉ ＋ （ｒ － λ ｉζｉ －

σ２
ｉ ／ ２）（Ｔ － ｔ）） ＋ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
σ２

ｉ α２
ｉ （Ｔ － ｔ） ／ ２ － ｒ（Ｔ －

ｔ））∑
∞

ｎ ＝ ０
ｅ －λλｎΦ（ － ｄ１） ／ ｎ！，

其中Φ（ｘ） 为标准正态分布的分布函数，λ为 ｎ个资

产的跳跃强度，ｄ１ 和 ｄ２ 如定理 １ 定义．
证 　 在概率测度 Ｐ 下，贴现看跌期权价格是

鞅，即一篮子看跌期权价格 Ｐ（ ｔ，Ｓ１（ ｔ），Ｓ２（ ｔ），…，
Ｓｎ（ ｔ）） 满足

Ｐ（ ｔ，Ｓ１（ ｔ），Ｓ２（ ｔ），…，Ｓｎ（ ｔ）） ＝ Ｅ（ｅ －ｒ（Ｔ－ｔ）（Ｋ －

∏
ｎ

ｉ ＝１
Ｓｉ（Ｔ）αｉ） ＋

｜ Ｆ（ｔ）） ＝ Ｅ（ｅ－ｒ（Ｔ－ｔ）ＫＩ（Ｋ ＞∏
ｎ

ｉ ＝１
Ｓｉ（Ｔ）

αｉ） ｜
Ｆ（ｔ）） － Ｅ（ｅ－ｒ（Ｔ－ｔ）∏

ｎ

ｉ ＝１
Ｓｉ（Ｔ）αｉＩ（Ｋ ＞∏

ｎ

ｉ ＝１
Ｓｉ（Ｔ）

αｉ） ｜ Ｆ（ｔ）），
所以

Ｅ（ｅ －ｒ（Ｔ－ｔ）ＫＩ（Ｋ ＞∏
ｎ

ｉ ＝ １
Ｓｉ（Ｔ）

αｉ） ｜ Ｆ（ ｔ）） ＝ ｅ －ｒ（Ｔ－ｔ）·

Ｋ∑
∞

ｎ ＝０
Ｐ（Ｎ（Ｔ） － Ｎ（ｔ） ＝ ｎ）Ｅ（Ｉ｛Ｋ ＞∏

ｎ

ｉ ＝１
Ｓｉ（Ｔ）αｉ｝ ｜ Ｎ（Ｔ） －

Ｎ（ ｔ） ＝ ｎ） ＝ ｅ －ｒ（Ｔ－ｔ）Ｋ∑
∞

ｎ ＝ ０
ｅ －λλｎΦ（ － ｄ２） ／ ｎ！，

Ｅ（ｅ －ｒ（Ｔ－ｔ）∏
ｎ

ｉ ＝ １
Ｓｉ（Ｔ） αｉＩ（Ｋ ＞∏

ｎ

ｉ ＝ １
Ｓｉ（Ｔ）

αｉ） ｜ Ｆ（ ｔ）） ＝

ｅｘｐ（∑
ｎ

ｉ ＝ １
αｉ ｌｎ Ｓｉ（ ｔ） － ｒ（Ｔ － ｔ） ＋ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
αｉ（ ｒ － λ ｉζｉ －

σ２
ｉ ／ ２）（Ｔ － ｔ））Ｅ（ｅＸＩ（ｄ ＞ Ｘ）） ． （８）

由全概率公式知，

Ｅ（ｅＸＩ（ｄ ＞ Ｘ）） ＝ ∑
∞

ｎ ＝０
ｅ－λλｎ ／ ｎ！ｅｘｐ（∑

ｎ

ｉ ＝１
ｎαｉξｉ ＋ （ｄ１ －

ｄ２）２ ／ ２）∫－ｄ２

－∞
１／ ２πｅ－（ｚ－（ｄ１－ｄ２））２／ ２ｄｚ ＝∑

∞

ｎ ＝０
ｅ－λλｎｅｘｐ（∑

ｎ

ｉ ＝１
ｎαｉξｉ ＋

（ｄ１ －ｄ２） ２ ／ ２）Φ（ － ｄ１） ／ ｎ！． （９）

将式（９） 代入式（８），整理得

Ｅ（ｅ －ｒ（Ｔ－ｔ）∏
ｎ

ｉ ＝ １
Ｓｉ（Ｔ） αｉＩ（∏

ｎ

ｉ ＝ １
Ｓｉ（Ｔ）

αｉ ＞ Ｋ） ｜ Ｆ（ ｔ）） ＝

５１第 １ 期 杨 　 芮，等：基于双指数跳跃 ⁃ 扩散过程的欧式一篮子期权定价



ｅｘｐ（∑
ｎ

ｉ ＝１
αｉ（ｌｎ Ｓｉ（ｔ） ＋ ｎξｉ ＋ （ｒ － λｉζｉ － σ２

ｉ ／ ２）（Ｔ － ｔ）） ＋

（ｄ１ － ｄ２） ２ ／ ２ － ｒ（Ｔ － ｔ））∑
∞

ｎ ＝ ０
ｅ －λλｎΦ（ － ｄ１） ／ ｎ！．

定理 ２ 得证．
注 １　 当 ｎ ＝ １ 时，风险资产价格服从 １ 维双指

数跳跃 ⁃ 扩散模型，定理１ 和定理２ 为基于双指数跳

跃 ⁃ 扩散模型的单资产欧式期权价格公式，即风险

资产价格 Ｓ（ ｔ） 满足随机微分方程

ｄＳ（ ｔ） ＝ μＳ（ ｔ）ｄｔ ＋ σＳ（ ｔ）ｄＷ（ ｔ） ＋ Ｓ（ ｔ － ） ·

ｄ（∑
Ｎ（ ｔ）

ｊ ＝ １
（Ｖ ｊ － １）） ．

欧式看涨期权和欧式看跌期权在到期日时的收益分

别为（Ｓ（ ｔ） － Ｋ） ＋ 和（Ｋ － Ｓ（ ｔ）） ＋，则欧式看涨期权

价格为

Ｃ（ｔ，Ｓ（ｔ）） ＝ Ｓ（ｔ）∑
∞

ｎ ＝０
ｅ－λλｎｅｎξ－λζ（Ｔ－ｔ）Φ（ｄ１） ／ ｎ！ －

Ｋｅ －ｒ（Ｔ－ｔ）∑
∞

ｎ ＝ ０
ｅ －λλｎΦ（ｄ２） ／ ｎ！，

欧式看跌期权价格为

Ｐ（ ｔ，Ｓ（ ｔ）） ＝ Ｋｅ －ｒ（Ｔ－ｔ）∑
∞

ｎ ＝ ０
λｎｅ －λΦ（ － ｄ２） ／ ｎ！ －

Ｓ（ ｔ）∑
∞

ｎ ＝ ０
ｅ －λλｎｅｎξ－λζ（Ｔ－ｔ）Φ（ － ｄ１） ／ ｎ！，

其中 Φ（ｘ） 为标准正态分布的分布函数，
ｄ ＝ ｌｎ（Ｋ ／ Ｓ（ ｔ）） ＋ （σ２ ／ ２ ＋ λζ － ｒ）（Ｔ － ｔ），

ｄ１ ＝ ｄ２ ＋ σ Ｔ － ｔ，ｄ２ ＝ （ｎξ － ｄ） ／ （σ Ｔ － ｔ） ．
注 ２　 当Ｎ（ ｔ） ＝ ０ 时 ，风险资产价格服从多维

Ｂ ｌａｃｋ⁃Ｓｃｈｏｌｅｓ模型，定理１和定理２为基于Ｂｌａｃｋ⁃
Ｓｃｈｏｌｅｓ 模型的一篮子欧式期权价格公式，即风险资

产价格 Ｓｉ（ ｔ） 满足随机微分方程

ｄＳｉ（ ｔ） ＝ μｉＳｉ（ ｔ）ｄｔ ＋ σｉＳｉ（ ｔ）（∑
ｉ －１

ｋ ＝ １
ρｋｉｄＷｋ（ ｔ） ＋

１ － ∑
ｉ －１

ｋ ＝ １
ρ２
ｋｉ ｄＷｉ（ ｔ）） ．

基于 Ｂｌａｃｋ⁃Ｓｃｈｏｌｅｓ 模型的一篮子欧式看涨期

权价格为

Ｃ（ ｔ，Ｓ１（ ｔ），Ｓ２（ ｔ），…，Ｓｎ（ ｔ）） ＝ ｅｘｐ（∑
ｎ

ｉ ＝ １
α２

ｉ ·

（ｌｎ Ｓｉ（ｔ） ＋ ｎξｉ ＋（ｒ － λｉζｉ － σ２
ｉ ／ ２）（Ｔ － ｔ）） ＋∑

ｎ

ｉ ＝１
σ２

ｉα２
ｉ·

（Ｔ － ｔ） ／ ２ － ｒ（Ｔ － ｔ））∑
∞

ｎ ＝０
ｅ－λλｎΦ（ｄ１） ／ ｎ！ － ｅ－ｒ（Ｔ－ｔ）Ｋ·

∑
∞

ｎ ＝ ０
ｅ －λλｎΦ（ｄ２） ／ ｎ！．

基于 Ｂｌａｃｋ⁃Ｓｃｈｏｌｅｓ 模型的一篮子欧式看跌期

权价格为

Ｐ（ｔ，Ｓ１（ｔ），Ｓ２（ｔ），…，Ｓｎ（ｔ）） ＝ ｅ－ｒ（Ｔ－ｔ）Ｋ∑
∞

ｎ ＝０
ｅ－λ ·

λｎΦ（ － ｄ２） ／ ｎ！ － ｅｘｐ（∑
ｎ

ｉ ＝ １
αｉ（ｌｎ Ｓｉ（ ｔ） ＋ ｎξｉ ＋ （ ｒ －

λ ｉζｉ － σ２
ｉ ／ ２）（Ｔ － ｔ）） ＋ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
σ２

ｉ α２
ｉ （Ｔ － ｔ） ／ ２ － ｒ（Ｔ －

ｔ））∑
∞

ｎ ＝ ０
ｅ －λλｎΦ（ － ｄ１） ／ ｎ！，

其中 Φ（ｘ） 为标准正态分布的分布函数 ，

ｄ ＝ ｌｎ Ｋ －∑
ｎ

ｉ ＝１
αｉ（ｌｎ Ｓｉ（０） ＋ （ｒ － λｉζｉ － σ２

ｉ ／ ２）Ｔ ＋

σｉ（∑
ｉ－１

ｋ ＝１
ρｋｉＷｋ（ｔ） ＋ １ －∑

ｉ－１

ｋ ＝１
ρ２ｋｉＷｉ（ｔ）） ＋∑

Ｎ（ｔ）

ｊ ＝１
ｌｎ Ｖｉ， ｊ），

ｄ１ ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
α２

ｉ σ２
ｉ （Ｔ － ｔ） ＋ ｄ２ ，

ｄ２ ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
（αｉξｉｎ － ｄ） ／ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
α２

ｉ σ２
ｉ （Ｔ － ｔ） ．

３　 结论

Ｂｌａｃｋ⁃Ｓｃｈｏｌｅｓ 期权定价公式是基于连续变化的

风险资产价格的，而跳跃⁃扩散模型是基于不连续市

场的期权定价模型的，它更适应价格突变对资产价

格的影响，因此在资产实价问题中研究了跳风险因

素． 双指数跳跃⁃扩散模型在解决路径依赖型期权方

面更易于处理，容易得到解析解，定价结果接近

实际．
由于一篮子期权的资产之间是存在相关性的，

本文不是将双指数跳跃⁃扩散模型平行推广到多维，
而是利用多维双指数跳跃⁃扩散过程得到了具有相

关性的标的资产满足双指数跳跃⁃扩散过程的价格

公式． 本文研究在资产价格服从双指数跳跃过程下

一篮子欧式期权的定价问题，它是通过测度变换最

后利用鞅定价方法得到的． 在期权定价中，鞅测度的

引入对于掌握定价方法、优化组合、降低风险都是非

常重要的，可将期权定价的明确评估简单化．
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