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用 ｑ⁃差分算子定义的某些解析函数的性质

王　 波，刘金林∗

（扬州大学数学科学学院，江苏 扬州　 ２２５００２）

摘要：利用 ｑ⁃差分算子和 Ｊａｎｏｗｓｋｉ 函数定义多叶解析函数的一个新子类，该文给出类中函数的充分必要

条件、系数估计、偏差定理、增长定理、凸性半径和星形性半径等几何性质．
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０　 引言

ｑ⁃微积分由其重要的应用而影响了一些其他学

科领域的发展，许多学者在这方面上做了大量研究．
Ｆ． Ｈ． Ｊａｃｋｓｏｎ［１⁃２］ 引入并研究了 ｑ⁃导数和 ｑ⁃积分，
Ｈ． Ｍ． Ｓｒｉｖａｓｔａｖａ［３］在几何函数理论中利用 ｑ⁃微积分

引入 ｑ⁃超几何函数，Ｇ． Ｇａｓｐｅｒ 等［４］研究并定义了基

本超几何级数． 最近，一些学者［５⁃１６］研究了用算子定

义的解析函数的性质． 在上述研究的基础上，本文利

用 ｑ⁃差分算子和 Ｊａｎｏｗｓｋｉ 函数［１７］ 定义多叶解析函

数的一个新子类，给出类中函数的充分必要条件、系
数估计、偏差定理、增长定理、凸性半径、星形性半径

等几何性质．

１　 预备知识

设 Ａｐ 表示在单位圆 Ｄ ＝ ｛ ｚ ∈ Ｃ： ｜ ｚ ｜ ＜ １｝ 内

解析且形如

ｆ（ ｚ） ＝ ｚｐ ＋ ∑
∞

ｎ ＝ １
ａｐ＋ｎｚｐ＋ｎ（ｐ ∈ Ｎ）

的函数构成的函数类．特别地，当 ｐ ＝ １ 时，记 Ａ ＝ Ａ１ ．
设 ｆ（ ｚ） 和 ｇ（ ｚ） 在单位圆 Ｄ 内解析， 若存在

Ｓｃｈｗａｒｚ 函数 ｗ（ ｚ），使得 ｇ（ ｚ） ＝ ｆ（ｗ（ ｚ））（ ｚ ∈ Ｄ），

则称 ｇ（ ｚ） 从属于 ｆ（ ｚ），记为 ｇ（ ｚ） ≺ ｆ（ ｚ） ． 特别地，
若 ｆ（ ｚ） 是单叶解析函数，则 ｇ（ ｚ） ≺ ｆ（ ｚ）⇔ｇ（０） ＝
ｆ（０），ｇ（Ｄ） ⊂ ｆ（Ｄ） ．

定义１　 设函数 ｐ（ ｚ） 在Ｄ内解析，ｐ（０） ＝ １． 若
ｐ（ ｚ） ≺ （１ ＋ Ａｚ） ／ （１ ＋ Ｂｚ）（ － １ ≤ Ｂ ＜ Ａ ≤１），则
称 ｐ（ ｚ） 在函数类 Ｐ［Ａ，Ｂ］ 中．

定义 ２　 设 ｑ ∈ （０，１），定义 ｑ⁃ 数如下：

［λ］ ｑ ＝
（１ － ｑλ） ／ （１ － ｑ），λ ∈ Ｃ，

∑
λ－１

ｋ ＝ ０
ｑｋ， λ ∈ Ｎ．

{
特别地，当 λ ＝ ０ 时，记［０］ ｑ ＝ ０．

定义 ３　 设 ｑ ∈ （０，１）， ｆ ′（０） 存在，定义 ｑ⁃差
分算子

∂ｑ ｆ（ｚ） ＝ （ ｆ（ｑｚ） － ｆ（ｚ）） ／ （（ｑ － １）ｚ），ｚ ≠０，
ｆ ′（０）， ｚ ＝ ０．{

从定义 ３ 可以看出

ｌｉｍ
ｑ→１－

∂ｑ ｆ（ｚ） ＝ ｌｉｍ
ｑ→１－

（ｆ（ｑｚ） － ｆ（ｚ）） ／ （（ｑ － １）ｚ） ＝ ｆ ′（ｚ）；

当 ｆ（ ｚ） ＝ ｚｐ ＋ ∑
∞

ｎ ＝ １
ａｐ＋ｎｚｐ＋ｎ 时，

∂ｑ ｆ（ ｚ） ＝ ［ｐ］ ｑｚｐ－１ ＋ ∑
∞

ｎ ＝ １
［ｐ ＋ ｎ］ ｑａｐ＋ｎｚｐ＋ｎ－１（ ｚ ≠０），

其中［ｐ］ｑ ＝ （１ － ｑｐ） ／ （１ － ｑ） ＝ １ ＋ ｑ ＋ ｑ２ ＋… ＋ ｑｐ－１ ．
定义 ４　 设 ｆ（ ｚ） ∈ Ａｐ， － １ ≤ Ｂ ＜ Ａ ≤１，０ ≤

α ＜ １，ｑ ∈ （０，１），若 ｆ（ ｚ） 满足

（ ｚ∂ｑ ｆ（ ｚ） ／ （［ｐ］ ｑ ｆ（ ｚ）） － αｚ２∂２
ｑ ｆ（ ｚ） ／ （［ｐ］ ｑ［ｐ －
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１］ ｑ ｆ（ ｚ））） ／ （１ － α） ≺ （１ ＋ Ａｚ） ／ （１ ＋ Ｂｚ），
则称 ｆ（ ｚ） ∈ Ｓｐ，ｑ（α，Ａ，Ｂ） ．

由定义 ４ 可得如下等价关系：
（ ｚ∂ｑ ｆ（ ｚ） ／ （［ｐ］ ｑ ｆ（ ｚ）） － αｚ２∂２

ｑ ｆ（ ｚ） ／ （［ｐ］ ｑ［ｐ －

１］ｑ ｆ（ｚ））） ／ （１ － α）≺（１ ＋ Ａｚ） ／ （１ ＋ Ｂｚ）⇔ ｜ （ｚ∂ｑ ｆ（ｚ） ／

（［ｐ］ｑ ｆ（ｚ）） － αｚ２∂２
ｑ ｆ（ｚ） ／ （［ｐ］ｑ［ｐ － １］ｑ ｆ（ｚ）） － （１ －

α）） ／ （（１ － α）Ａ － Ｂ（ｚ∂ｑ ｆ（ｚ） ／ （［ｐ］ｑ ｆ（ｚ）） － αｚ２∂２
ｑ ｆ（ｚ） ／

（［ｐ］ ｑ［ｐ － １］ ｑ ｆ（ ｚ））） ｜ ＜ １． （１）

特别地，当参数 α、Ａ、Ｂ、ｑ、ｐ 取特定值时，Ｓｐ，ｑ（α，Ａ，
Ｂ） 分别为 ４ 个已知重要函数类：

（ｉ） 当 α ＝ ０ 时， ｆ（ ｚ） ∈ Ｓ∗
ｐ，ｑ［Ａ，Ｂ］，Ｓ∗

ｐ，ｑ［Ａ，Ｂ］
表示与 Ｊａｎｏｗｓｋｉ 函数相关的 ｑ⁃ 多叶星形函数类；

（ｉｉ） 当α ＝ ０，Ａ ＝ １，Ｂ ＝ － １时，ｆ（ ｚ） ∈ Ｓ∗
ｐ，ｑ，Ｓ∗

ｐ，ｑ

表示 ｑ⁃ 多叶星形函数类；
（ｉｉｉ） 当 α ＝ ０，Ａ ＝ １，Ｂ ＝ － １，ｑ →１－ 时，ｆ（ｚ） ∈

Ｓ∗
ｐ ，Ｓ∗

ｐ 表示多叶星形函数类；
（ｉｖ） 当 α ＝ ０，Ａ ＝ １，Ｂ ＝ － １，ｑ→１ －，ｐ ＝ １时，

ｆ（ ｚ） ∈ Ｓ∗，Ｓ∗ 表示单叶星形函数类．

２　 主要结果

定理１　 设 ｆ（ ｚ） ＝ ｚｐ －∑
∞

ｎ ＝ １
ａｐ＋ｎ ｚｐ＋ｎ ∈ Ａｐ（ｐ≥

２），［ｐ － １］ ｑ ／ ［ｐ］ ｑ ≤ α ＜ １，则 ｆ（ ｚ） ∈ Ｓｐ，ｑ（α，Ａ，Ｂ）
的充分必要条件是

∑
∞

ｎ ＝ １
（（１ ＋ Ｂ）［ｐ ＋ ｎ］ ｑ（α［ｐ ＋ ｎ ＋ １］ ｑ － ［ｐ －

１］ ｑ） ＋ （１ － α）（１ ＋ Ａ）［ｐ］ ｑ［ｐ － １］ ｑ） ａｐ＋ｎ ≤（１ －
α）（Ａ － Ｂ）［ｐ］ ｑ［ｐ － １］ ｑ ． （２）

证 　 假设不等式（２） 成立，要使 ｆ（ ｚ） ∈ Ｓｐ，ｑ（α，
Ａ，Ｂ），只需不等式（１） 成立． 由于

｜ （ ｚ∂ｑ ｆ（ ｚ） ／ （［ｐ］ ｑ ｆ（ ｚ）） － αｚ２∂２
ｑ ｆ（ ｚ） ／ （［ｐ］ ｑ［ｐ －

１］ ｑ ｆ（ ｚ） ） － （ １ － α） ） ／ （ （ １ － α） Ａ － Ｂ （ ｚ∂ｑ ｆ（ ｚ） ／

（［ｐ］ ｑ ｆ（ ｚ）） － αｚ２∂２
ｑ ｆ（ ｚ） ／ （［ｐ］ ｑ［ｐ － １］ ｑ ｆ（ ｚ）））） ｜ ＝

｜ （［ｐ － １］ ｑｚ∂ｑ ｆ（ ｚ） － αｚ２∂２
ｑ ｆ（ ｚ） － （１ － α）［ｐ］ ｑ［ｐ －

１］ ｑ ｆ（ ｚ）） ／ （（１ － α）Ａ［ｐ］ ｑ［ｐ － １］ ｑ ｆ（ ｚ） － Ｂ（［ｐ －

１］ｑｚ∂ｑｆ（ｚ） － αｚ２∂２ｑｆ（ｚ））） ｜ ＝ ｜ （∑
∞

ｎ ＝１
（［ｐ ＋ ｎ］ｑ（α［ｐ ＋ ｎ －

１］ ｑ － ［ｐ － １］ ｑ） ＋ （１ － α）［ｐ］ ｑ［ｐ － １］ ｑ） ｜ ａｐ＋ｎ ｜·

ｚｐ＋ｎ） ／ （（１ － α）（Ａ － Ｂ）［ｐ］ ｑ［ｐ － １］ ｑｚｐ －∑
∞

ｎ ＝ １
（Ｂ［ｐ ＋

ｎ］ ｑ（α［ｐ ＋ ｎ － １］ ｑ － ［ｐ － １］ ｑ） ＋ （１ － α）Ａ［ｐ］ ｑ·

［ｐ －１］ ｑ） ｜ ａｐ＋ｎ ｜ ｚｐ＋ｎ） ｜ ＝ ｜ （∑
∞

ｎ ＝ １
（［ｐ ＋ ｎ］ ｑ（α［ｐ ＋

ｎ －１］ｑ － ［ｐ － １］ｑ） ＋ （１ － α）［ｐ］ｑ［ｐ － １］ｑ） ｜ ａｐ＋ｎ ｜·

ｚｎ） ／ （（１ － α）（Ａ － Ｂ）［ｐ］ ｑ［ｐ － １］ ｑ － ∑
∞

ｎ ＝ １
（Ｂ［ｐ ＋

ｎ］ ｑ（α［ｐ ＋ ｎ － １］ ｑ － ［ｐ － １］ ｑ） ＋ （１ － α）Ａ［ｐ］ ｑ·

［ｐ －１］ ｑ） ｜ ａｐ＋ｎ ｜ ｚｎ） ｜ ＜ １，

从而 ｆ（ ｚ） ∈ Ｓｐ，ｑ（α，Ａ，Ｂ） ．
反之，若 ｆ（ ｚ） ∈ Ｓｐ，ｑ（α，Ａ，Ｂ），由定义 ４ 知，ｆ（ ｚ）

满足不等式（１），即

｜ （ ｚ∂ｑ ｆ（ ｚ） ／ （［ｐ］ ｑ ｆ（ ｚ）） － αｚ２∂２
ｑ ｆ（ ｚ） ／ （［ｐ］ ｑ［ｐ －

１］ ｑ ｆ（ ｚ） ） － （ １ － α） ） ／ （ （ １ － α） Ａ － Ｂ （ ｚ∂ｑ ｆ（ ｚ） ／

（［ｐ］ ｑ ｆ（ ｚ）） － αｚ２∂２
ｑ ｆ（ ｚ） ／ （［ｐ］ ｑ［ｐ － １］ ｑ ｆ（ ｚ）））） ｜ ＝

｜ （∑
∞

ｎ ＝１
（［ｐ ＋ ｎ］ｑ（α［ｐ ＋ ｎ － １］ｑ － ［ｐ － １］ｑ） ＋ （１ －

α）［ｐ］ｑ［ｐ － １］ｑ） ｜ ａｐ＋ｎ ｜ ｚｎ） ／ （（１ －α）（Ａ － Ｂ）［ｐ］ｑ［ｐ －

１］ｑ － ∑
∞

ｎ ＝１
（Ｂ［ｐ ＋ ｎ］ｑ（α（［ｐ ＋ ｎ － １］ｑ － ［ｐ － １］ｑ） ＋

（１ －α）Ａ［ｐ］ｑ［ｐ － １］ｑ） ｜ ａｐ＋ｎ ｜ ｚｎ） ｜ ＜ １． （３）

因为不等式（３） 对所有的 ｚ∈Ｄ均成立，所以令

ｚ ＝ Ｒｅ ｚ →１ － 可得不等式（２） ．
综上所述，定理 １ 得证．
由定理 １ 得到如下系数估计．
推论 １　 设［ｐ － １］ ｑ ／ ［ｐ］ ｑ ≤ α ＜ １，若 ｆ（ ｚ） ＝

ｚｐ － ∑
∞

ｎ ＝ １
｜ ａｐ＋ｎ ｜ ｚｐ＋ｎ ∈ Ｓｐ，ｑ（α，Ａ，Ｂ），则

｜ ａｐ＋ｎ ｜ ≤ （１ － α）（Ａ － Ｂ）［ｐ］ ｑ［ｐ － １］ ｑ ／ （（１ ＋

Ｂ）［ｐ ＋ ｎ］ｑ（α［ｐ ＋ ｎ － １］ｑ － ［ｐ － １］ｑ） ＋ （１ － α）（１ ＋
Ａ）［ｐ］ ｑ［ｐ － １］ ｑ）（ｎ ＝ １，２，…） ．
结果是精确的，极值函数为

ｆ（ ｚ） ＝ ｚｐ － （１ － α）（Ａ － Ｂ）［ｐ］ ｑ［ｐ － １］ ｑｚｐ＋ｎ ／
（（１ ＋ Ｂ）［ｐ ＋ ｎ］ｑ（α［ｐ ＋ ｎ － １］ｑ － ［ｐ － １］ｑ） ＋ （１ －
α）（１ ＋ Ａ）［ｐ］ ｑ［ｐ － １］ ｑ） ．

定理 ２　 设［ｐ － １］ ｑ ／ ［ｐ］ ｑ ≤ α ＜ １， （（１ ＋
Ａ）［ｐ］ ｑ（［ｐ］ ｑ － ［ｐ － １］ ｑ） － （［ｐ ＋ １］ ｑ） ２） ／ （［ｐ ＋

１］ｑ）２ ＜ Ｂ ＜ Ａ≤１，若 ｆ（ｚ） ＝ ｚｐ －∑
∞

ｎ ＝１
｜ ａｐ＋ｎ ｜ ｚｐ＋ｎ ∈

Ｓｐ，ｑ（α，Ａ，Ｂ），则对 ｜ ｚ ｜ ＝ ｒ，有

［ｐ］ ｑｒｐ－１ － τ１ ｒｐ ≤｜ ∂ｑ ｆ（ ｚ） ｜ ≤ ［ｐ］ ｑｒｐ－１ ＋ τ１ ｒｐ，

其中 τ１ ＝ （１ － α）（Ａ － Ｂ）［ｐ］ ｑ［ｐ － １］ ｑ［ｐ ＋ １］ ｑ ／
（（１ ＋ Ｂ）［ｐ ＋ １］ｑ（α［ｐ］ｑ － ［ｐ － １］ｑ） ＋ （１ － α）（１ ＋
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Ａ）［ｐ］ ｑ［ｐ － １］ ｑ） ． 结果是精确的，极值函数为

ｆ（ ｚ） ＝ ｚｐ － （１ － α）（Ａ － Ｂ）［ｐ］ ｑ［ｐ － １］ ｑｚｐ＋１ ／
（（１ ＋ Ｂ）［ｐ ＋ １］ｑ（α［ｐ］ｑ － ［ｐ － １］ｑ） ＋ （１ － α）（１ ＋
Ａ）［ｐ］ ｑ［ｐ － １］ ｑ） ．

证 　 设 ｆ（ ｚ） ＝ ｚｐ －∑
∞

ｎ ＝ １
｜ ａｐ＋ｎ ｜ ｚｐ＋ｎ，由定义３ 知

∂ｑ ｆ（ ｚ） ＝ ［ｐ］ ｑｚｐ－１ －∑
∞

ｎ ＝ １
［ｐ ＋ ｎ］ ｑ ｜ ａｐ＋ｎ ｜ ｚｐ＋ｎ ． 利用三

角不等式可得

｜ ∂ｑ ｆ（ ｚ） ｜ ＝ ｜ ［ｐ］ ｑｚｐ－１ － ∑
∞

ｎ ＝ １
［ｐ ＋ ｎ］ ｑ ｜ ａｐ＋ｎ ·

｜ ｚｐ＋ｎ－１ ｜ ≤ ［ｐ］ ｑ ｜ ｚ ｜ ｐ－１
＋ ∑

∞

ｎ ＝ １
［ｐ ＋ ｎ］ ｑ ｜ ａｐ＋ｎ ｜·

｜ ｚ ｜ ｐ＋ｎ－１
．

因为 ｜ ｚ ｜ ＝ ｒ ＜ １，所以 ｒｐ＋ｎ－１ ≤ ｒｐ，故

｜ ∂ｑ ｆ（ ｚ） ｜ ≤ ［ｐ］ ｑｒｐ－１ ＋ ｒｐ∑
∞

ｎ ＝ １
［ｐ ＋ ｎ］ ｑ ｜ ａｐ＋ｎ ｜ ． （４）

同理可得

｜ ∂ｑ ｆ（ ｚ） ｜ ≥ ［ｐ］ ｑｒｐ－１ － ｒｐ∑
∞

ｎ ＝ １
［ｐ ＋ ｎ］ ｑ ｜ ａｐ＋ｎ ｜ ． （５）

因为 ｆ（ ｚ） ∈ Ｓｐ，ｑ（α，Ａ，Ｂ），所以，由定理 １ 得

∑
∞

ｎ ＝ １
（（１ ＋ Ｂ）（α［ｐ ＋ ｎ － １］ ｑ － ［ｐ － １］ ｑ） ＋

（１ －α）（１ ＋ Ａ）［ｐ］ ｑ［ｐ － １］ ｑ ／ ［ｐ ＋ ｎ］ ｑ）［ｐ ＋ ｎ］ ｑ·

｜ ａｐ＋ｎ ｜ ≤ （１ － α）（Ａ － Ｂ）［ｐ］ ｑ［ｐ － １］ ｑ ．

从而

（（１ ＋ Ｂ）（α［ｐ］ ｑ － ［ｐ － １］ ｑ） ＋ （１ － α）（１ ＋

Ａ）［ｐ］ ｑ［ｐ － １］ ｑ ／ ［ｐ ＋ １］ ｑ）∑
∞

ｎ ＝ １
［ｐ ＋ ｎ］ ｑ ｜ ａｐ＋ｎ ｜ ≤

∑
∞

ｎ ＝ １
（（１ ＋ Ｂ）（α［ｐ ＋ ｎ － １］ ｑ － ［ｐ － １］ ｑ） ＋ （１ －

α）（１ ＋ Ａ）［ｐ］ ｑ［ｐ － １］ ｑ ／ ［ｐ ＋ ｎ］ ｑ）［ｐ ＋ ｎ］ ｑ ｜ ａｐ＋ｎ ｜ ，
因此

（（１ ＋ Ｂ）（α［ｐ］ ｑ － ［ｐ － １］ ｑ） ＋ （１ － α）（１ ＋

Ａ）［ｐ］ ｑ［ｐ － １］ ｑ ／ ［ｐ ＋ １］ ｑ）∑
∞

ｎ ＝ １
［ｐ ＋ ｎ］ ｑ ｜ ａｐ＋ｎ ｜ ≤

（１ － α）（Ａ －Ｂ）［ｐ］ ｑ［ｐ － １］ ｑ，
从而

∑
∞

ｎ ＝ １
［ｐ ＋ ｎ］ ｑ ｜ ａｐ＋ｎ ｜ ≤ （１ － α）（Ａ － Ｂ）［ｐ］ ｑ·

［ｐ －１］ ｑ［ｐ ＋ １］ ｑ ／ （（１ ＋ Ｂ）［ｐ ＋ １］ ｑ（α［ｐ］ ｑ － ［ｐ －
１］ ｑ） ＋ （１ － α）（１ ＋ Ａ）［ｐ］ ｑ［ｐ － １］ ｑ） ． （６）

将式（６） 代入式（４） 和式（５），定理 ２ 得证．

利用定理 ２ 的证明方法可以得到如下增长定理．
定理 ３　 设［ｐ － １］ ｑ ／ ［ｐ］ ｑ ≤ α ＜ １，若 ｆ（ ｚ） ＝

ｚｐ － ∑
∞

ｎ ＝１
｜ ａｐ＋ｎ ｜ ｚｐ＋ｎ ∈ Ｓｐ，ｑ（α，Ａ，Ｂ），则对 ｜ ｚ ｜ ＝ ｒ，有

ｒｐ － τ２ ｒｐ＋１ ≤｜ ｆ（ ｚ） ｜ ≤ ｒｐ ＋ τ２ ｒｐ＋１，

其中 τ２ ＝ （１ － α）（Ａ － Ｂ）［ｐ］ｑ［ｐ － １］ｑ ／ （（１ ＋ Ｂ）·
［ｐ ＋１］ ｑ（α［ｐ］ ｑ － ［ｐ － １］ ｑ） ＋ （１ － α）（１ ＋ Ａ）·
［ｐ］ ｑ［ｐ － １］ ｑ） ． 结果是精确的，极值函数为

ｆ（ ｚ） ＝ ｚｐ － （１ － α）（Ａ － Ｂ）［ｐ］ ｑ［ｐ － １］ ｑｚｐ＋１ ／
（（１ ＋ Ｂ）［ｐ ＋ １］ ｑ（α［ｐ］ ｑ － ［ｐ － １］ ｑ） ＋ （１ － α）·
（１ ＋ Ａ）［ｐ］ ｑ［ｐ － １］ ｑ） ．

定理４　 设［ｐ － １］ ｑ ／ ［ｐ］ ｑ ≤ α ＜ １，０ ≤σ ＜ ｐ．

若 ｆ（ ｚ） ＝ ｚｐ － ∑
∞

ｎ ＝ １
｜ ａｐ＋ｎ ｜ ｚｐ＋ｎ ∈ Ｓｐ，ｑ（α，Ａ，Ｂ），则对

｜ ｚ ｜ ＜ ｒ１ ＝ ｍｉｎ｛ ｉｎｆ
ｎ≥１

（ｐ（ｐ － σ）（（１ ＋ Ｂ）［ｐ ＋

ｎ］ ｑ（α［ｐ ＋ ｎ － １］ ｑ － ［ｐ － １］ ｑ） ＋ （１ － α）（１ ＋
Ａ）［ｐ］ ｑ［ｐ － １］ ｑ） ／ （（ｐ ＋ ｎ）（ｐ ＋ ｎ － σ）（１ － α）·
（Ａ －Ｂ）［ｐ］ ｑ［ｐ － １］ ｑ）） １ ／ ｎ，１｝，
有 ｆ（ ｚ） ∈ Ｃｐ（σ） ．

证 　 设 ｆ（ ｚ） ∈ Ｓｐ，ｑ（α，Ａ，Ｂ）， 要使 ｆ（ ｚ） ∈
Ｃｐ（σ），只需

（１ ＋ ｚｆ ″（ｚ） ／ ｆ ′（ｚ） － σ） ／ （ｐ － σ） ≺（１ ＋ ｚ） ／ （１ －
ｚ），０ ≤ σ ＜ ｐ，

上式等价于 ｜ （ ｚｆ ″（ ｚ） － （ｐ － １） ｆ ′（ ｚ）） ／ （ ｚｆ ″（ ｚ） ＋

（１ － ２σ ＋ ｐ） ｆ ′（ ｚ）） ｜ ＜ １，化简后得

∑
∞

ｎ ＝１
（ｐ ＋ ｎ）（ｎ ＋ ｐ － σ） ｜ ａｐ＋ｎ ｜ ｜ ｚ ｜ ｎ ／ （ｐ（ｐ － σ）） ＜ １． （７）

由不等式（２） 得

∑
∞

ｎ ＝ １
（（１ ＋ Ｂ）［ｐ ＋ ｎ］ ｑ（α［ｐ ＋ ｎ － １］ ｑ － ［ｐ －

１］ｑ） ＋ （１ － α）（１ ＋ Ａ）［ｐ］ｑ［ｐ － １］ｑ） ｜ ａｐ＋ｎ ｜ ／ （（１ －

α）（Ａ － Ｂ）［ｐ］ ｑ［ｐ － １］ ｑ） ＜ １．
因此，若不等式（７） 成立，则只需

∑
∞

ｎ ＝１
（ｐ ＋ ｎ）（ｎ ＋ ｐ － σ） ｜ ａｐ＋ｎ ｜ ｜ ｚ ｜ ｎ ／ （ｐ（ｐ － σ）） ＜

∑
∞

ｎ ＝ １
（（１ ＋ Ｂ）［ｐ ＋ ｎ］ ｑ（α［ｐ ＋ ｎ － １］ ｑ － ［ｐ － １］ ｑ） ＋

（１ － α）（１ ＋ Ａ）［ｐ］ ｑ［ｐ － １］ ｑ） ｜ ａｐ＋ｎ ｜ ／ （（１ － α）·

（Ａ －Ｂ）［ｐ］ ｑ［ｐ － １］ ｑ），
即

｜ ｚ ｜ ｎ
＜ ｐ（ｐ － σ）（（１ ＋ Ｂ）［ｐ ＋ ｎ］ ｑ（α［ｐ ＋ ｎ －

１０２第 ２ 期 王 　 波，等：用 ｑ⁃ 差分算子定义的某些解析函数的性质



１］ ｑ － ［ｐ － １］ ｑ） ＋ （１ － α）（１ ＋ Ａ）［ｐ］ ｑ［ｐ －
１］ ｑ） ／ （（ｐ ＋ ｎ）（ｎ ＋ ｐ － σ）（１ － α）（Ａ － Ｂ）［ｐ］ ｑ·
［ｐ －１］ ｑ），
也就是

｜ ｚ ｜ ＜ （ｐ（ｐ － σ）（（１ ＋ Ｂ）［ｐ ＋ ｎ］ ｑ（α［ｐ ＋ ｎ －

１］ ｑ － ［ｐ － １］ ｑ） ＋ （１ － α）（１ ＋ Ａ）［ｐ］ ｑ［ｐ －
１］ ｑ） ／ （（ｐ ＋ ｎ）（ｎ ＋ ｐ － σ）（１ － α）（Ａ － Ｂ）［ｐ］ ｑ·
［ｐ －１］ ｑ）） １ ／ ｎ ．

定理 ４ 得证．
利用定理 ４ 的证明方法可得到在 Ｓｐ，ｑ（α，Ａ，Ｂ）

中函数的星形性半径．
定理５　 设［ｐ － １］ ｑ ／ ［ｐ］ ｑ ≤ α ＜ １，０ ≤σ ＜ ｐ，

若 ｆ（ ｚ） ＝ ｚｐ － ∑
∞

ｎ ＝ １
｜ ａｐ＋ｎ ｜ ｚｐ＋ｎ ∈ Ｓｐ，ｑ（α，Ａ，Ｂ），则对

｜ ｚ ｜ ＜ ｒ２ ＝ ｍｉｎ｛ ｉｎｆ
ｎ≥１

（（ｐ － σ）（（１ ＋ Ｂ）［ｐ ＋

ｎ］ ｑ（α［ｐ ＋ ｎ － １］ ｑ － ［ｐ － １］ ｑ） ＋ （１ － α）（１ ＋
Ａ）［ｐ］ ｑ［ｐ － １］ ｑ） ／ （（ｐ ＋ ｎ － σ）（１ － α）（Ａ －
Ｂ）［ｐ］ ｑ［ｐ － １］ ｑ）） １ ／ ｎ，１｝，
有 ｆ（ ｚ） ∈ Ｓ∗

ｐ （σ） ．

３　 结束语

ｑ⁃微积分在经典的几何函数论中有着广泛应

用，如通过 ｑ⁃微积分研究 ｑ⁃超几何函数级数． 本文利

用 ｑ⁃差分算子和 Ｊａｎｏｗｓｋｉ 函数引入多叶解析函数的

一个新子类，通过给出该类子族解析函数的充分必

要条件，得到了该类子族的系数估计、偏差定理、增
长定理和星形半径等几何性质．
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Ｐｓｅｕｄｏ⁃Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ Ｏｐｅｒａｔｏｒｓ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ，２０２０，１１（３）：
１３３１⁃１３４４．

［１３］ 邓冠铁，王翠巧． Ｌｉｐｓｈｉｔｚ 带形区域上的 Ｈａｒｄｙ 空间

［Ｊ］． 江西师范大学学报（自然科学版），２０１７，４１（２）：
１７５⁃１７９．

［１４］ 汤获，ＺＡＹＥＤ Ｈ Ｍ，ＭＯＳＴＡＦＡ Ａ Ｏ，等． 一致星象和凸

象超几何函数的一些性质 ［ Ｊ］． 数学年刊 Ａ 辑：中文

版，２０２０，４１（１）：５３⁃６８．
［１５］ 龙品红，李风军，李星，等． 卷入 Ｈｏｈｌｏｖ 算子的某解析

双单叶函数子类的系数估计 ［Ｊ］． 数学年刊 Ａ 辑：中文

版，２０２１，４２（４）：４２７⁃４４０．
［１６］ 陈玉如，刘金林． 与 Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 双纽线相关的某些多叶解

析函数 ［ Ｊ］． 扬州大学学报（自然科学版），２０２０，２３
（６）：１８⁃２１．

［１７］ ＪＡＮＯＷＳＫＩ Ｗ． Ｓｏｍｅ ｅｘｔｒｅｍａｌ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｆｏｒ ｃｅｒｔａｉｎ ｆａｍｉ⁃
ｌｉｅｓ ｏｆ ａｎａｌｙｔｉｃ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ ［Ｊ］． Ａｎｎａｌｅｓ Ｐｏｌｏｎｉｃｉ Ｍａｔｈｅｍａｔ⁃
ｉｃｓ，１９７３，２８（３）：２９７⁃３２６．
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ＬＩＮ Ｆｕｂｉａｏ１，ＷＡＮＧ Ｑｉａｎ２，ＺＨＡＮＧ Ｑｉａｎｈｏｎｇ１
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