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ＳＡＶ 方法求解 Ａｌｌｅｎ⁃Ｃａｈｎ 方程的数值比较

陈　 航，吴　 哲，翁智峰∗

（华侨大学数学科学学院，福建 泉州　 ３６２０２１）

摘要：该文研究基于标量辅助变量（ＳＡＶ）格式下求解 Ａｌｌｅｎ⁃Ｃａｈｎ 方程的数值比较． 首先给出 １ 维 Ａｌｌｅｎ⁃
Ｃａｈｎ 方程的 ＳＡＶ 格式；然后，对方程的时间方向采用 ２ 阶向后差分（ＢＤＦ２）格式和 Ｃｒａｎｋ⁃Ｎｉｃｏｌｓｏｎ（ＣＮ）格
式离散，对方程的空间方向采用重心 Ｌａｇｒａｎｇｅ 插值配点法和 ２ 阶中心差分法离散，用离散正弦变换

（ＤＳＴ）、快速傅里叶变换（ＦＦＴ）求解差分导出的线性代数方程组；最后，通过数值算例验证重心 Ｌａｇｒａｎｇｅ
插值配点法是指数收敛，与差分格式比较，配点格式用较少的点就能达到较高的精度且耗时少，并进一步

验证几种 ＳＡＶ 离散格式都满足能量递减规律．
关键词：标量辅助变量（ＳＡＶ）；有限差分；重心 Ｌａｇｒａｎｇｅ 插值配点法；离散正弦变换；快速傅里叶变换
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０　 引言

Ｓ． Ｍ． Ａｌｌｅｎ 等［１］ 提出反相边界运动的微观理

论，对应的 Ａｌｌｅｎ⁃Ｃａｈｎ 方程在描述相场变化上有着

非常广泛的应用，如研究生物种群之间的竞争和排

斥［２］、在已知温度气压下晶体的生长［３］、河床的迁

移［４］、在材料学中界面扩散动力学［５］等．
本文考虑能量泛函

Ｅ（ｕ） ＝ ∫
Ω
（ ｜ ｕ ｜ ２

／ ２ ＋ Ｆ（ｕ））ｄｘ， （１）

其中Ｆ（ｕ） ＝ （ｕ２ －１）２ ／ （４ε２）为双位势阱函数，则可以

写出式（１） 对应的梯度流方程（即 Ａｌｌｅｎ⁃Ｃａｈｎ 方程）
ｕｔ ＝ － Ｍμ，μ ＝ － Δｕ ＋ Ｆ′（ｕ），（ｘ，ｔ） ∈Ω × （０，

Ｔ］，ｕ０ ＝ ｕ（ｘ，０），ｘ ∈ Ω，ｕ ∂Ω ＝ ０， （２）
其中 Ｍ 为迁移率系数．

近年来，许多学者对 Ａｌｌｅｎ⁃Ｃａｈｎ 方程的数值解

进行了深入广泛研究，主要包括有限差分法［６］、有
限元法［７］、谱方法［８］ 等． 如Ｄ． Ｊ． Ｅｙｒｅ［９］ 提出了唯一

解且无条件能量稳定的凸分裂方法；Ｃｈｅｎ Ｌｏｎｇｑｉｎｇ
等［１０］ 构造了满足能量稳定的１阶精度和２阶精度的

半隐格式；Ｃｈｏｉ Ｊｅｏｎｇｗｈａｎ 等［１１］ 提出了一种求解

Ａｌｌｅｎ⁃Ｃａｈｎ 无条件梯度稳定的数值格式，可以满足

能量耗散；Ｙａｎｇ Ｘｉａｏｆｅｎｇ等［１２］ 提出了不变能量２次

化（ＩＥＱ） 的方法来求解分子束外延生长模型，只要

满足非线性项有下界，就可以保证修正的能量稳定；
Ｓｈｅｎ Ｊｉｅ 等［１３］ 提出了标量辅助变量（Ｓｃａｌａｒ Ａｕｘｉｌｉａｒｙ
Ｖａｒｉａｂｌｅ，ＳＡＶ） 方法求解梯度流问题，该方法只要

非线性项 Ｆ（ｕ） 的积分项有下界条件，就可以保证

修正的能量无条件稳定． ＳＡＶ 方法保留了不变能量

２ 次化的优点，也不需要每一步求解变系数方程，只
需每一步求解常系数的线性方程组，并且在差分格

式下对应的常系数方程组有快速方法进行求解，数
值格式非常高效． 由于 ＳＡＶ 数值格式的诸多优点，
所以它被广泛应用于求解各类微分 方 程， 如

Ａｌｌｅｎ⁃Ｃａｈｎ 方程和 Ｃａｈｎ⁃Ｈｉｌｌｉａｒｄ 方程［１４］、研究细菌

趋化性的 Ｋｅｌｌｅｒ⁃Ｓｅｇｅｌ 方程［１５］、 在流体力学中的

Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程［１６］ 等．
众所周知，在 Ｌａｇｒａｎｇｅ 插值公式描述经过插值

点的近似函数时，若节点过多则会产生Ｒｕｎｇｅ现象，
而 Ｎ． Ｊ． Ｈｉｇｈａｍ 提出的重心型 Ｌａｇｒａｎｇｅ 插值［１７］ 解

决了该问题，并且若将节点改成 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 节点则

可以使插值达到很高的精度． 重心插值配点法［１８］ 作

为一种新型的无网格计算方法，能有效地避免差分
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格式带来的累积误差，使用 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 节点有效地

克服了 Ｒｕｎｇｅ 现象，且其具备计算格式简单、精度

高、程序实施方便、节点适应性好等特点． 如今，已经

应用在求解各类微分方程（如分数阶 Ｆｒｅｄｈｏｌｍ 积分方

程［１９］、平面弹性问题［２０］、Ａｌｌｅｎ⁃Ｃａｈｎ 方程［２１］ 等） 中．
本文主要利用 ＳＡＶ 格式结合无网格型的重心

Ｌａｇｒａｎｇｅ插值配点法来求解Ａｌｌｅｎ⁃Ｃａｈｎ方程． 首先，
基于 ＳＡＶ 数值格式的 Ａｌｌｅｎ⁃Ｃａｈｎ 方程，在空间方向

上采用了高精度的重心 Ｌａｇｒａｎｇｅ 插值格式，并与常

见的 ２ 阶中心差分格式做比较，观察 ２ 者误差和收

敛阶；然后，再利用差分矩阵的性质，运用离散正弦

变换（Ｄｉｓｃｒｅｔｅ Ｓｉｎｅ Ｔｒａｎｓｆｏｒｍ，ＤＳＴ） 求解 ２ 阶中心

差分导出的线性方程组和快速傅里叶变换 （Ｆａｓｔ
Ｆｏｕｒｉｅｒ Ｔｒａｎｓｆｏｒｍ，ＦＦＴ） 计算 Ｔｏｅｐｌｉｔｚ矩阵与向量的

乘积；最后，验证重心 Ｌａｇｒａｎｇｅ 插值配点数值格式

指数收敛且耗时少．

１　 Ａｌｌｅｎ⁃Ｃａｈｎ 方程的无条件能量稳
定格式

１． １　 Ａｌｌｅｎ⁃Ｃａｈｎ 方程的 ＳＡＶ 形式

对梯度流方程（２），令 Ｅ１（ｕ） ＝ ∫
Ω
Ｆ（ｕ）ｄｘ． 由

ＩＥＱ方法得到启发，将其中的 ｑ ＝ Ｆ（ｕ） ＋ Ｃ０ 替换

成标量辅助 ｒ ＝ Ｅ１（ｕ） ＋ Ｃ０ ，其中 Ｅ１（ｕ） ＞ － Ｃ０，
Ｃ０ 是一个非负数． 则可以写出等价的 ＳＡＶ 形式的梯

度流方程：
ｕｔ ＝ － Ｍμ， （３）

μ ＝ － Δｕ ＋ ｒＦ′（ｕ） ／ Ｅ１（ｕ） ＋ Ｃ０ ， （４）

ｒｔ ＝ ∫
Ω
Ｆ（ｕ）ｕｔｄｘ ／ （２ Ｅ１（ｕ） ＋ Ｃ０ ） ． （５）

进而，只需对式（３） 内积 μ，式（４） 内积 ｕｔ，式
（５） 乘以 ２ｒ，整理即可得到

ｄ（‖ ｕ‖２ ／ ２ ＋ ｒ２） ／ ｄｔ ＝ － ‖ μ‖２ ≤０， （６）
所以式（６） 对应修正的能量泛函 Ｅ（ｕ） ＝ （ｕ，－ Δｕ） ／
２ ＋ｒ２ 是无条件能量稳定的．

１． ２　 时间方向的 ２ 种离散格式

对方程的时间偏导数部分，采用 ２ 阶向后差分

（ＢＤＦ２） 格式和 Ｃｒａｎｋ⁃Ｎｉｃｏｌｓｏｎ（ＣＮ） 格式进行离

散． 记在［０，Ｔ］ 上的离散点为０ ＝ ｔ０ ＜ ｔ１ ＜ ｔ２ ＜ … ＜
ｔＮ－１ ＜ ｘＮ ＝ Ｔ．
１． ２． １　 ２ 阶向后差分格式 　 利用 ＢＤＦ２ 格式，取正

整数 Ｎ，记 τ ＝ Ｔ ／ Ｎ，ｔｎ ＝ ｎτ（０ ≤ ｎ≤ Ｎ），给出半离

散格式：

（３ｕｎ＋１ － ４ｕｎ ＋ ｕｎ－１） ／ （２τ） ＝ － Ｍμｎ＋１， （７）

μｎ＋１ ＝ － Δｕｎ＋１ ＋ ｒｎ＋１Ｆ′（ｕ�ｎ＋１） ／ Ｅ１（ｕ�ｎ＋１） ＋ Ｃ０ ， （８）

（３ｒｎ＋１ － ４ｒｎ ＋ ｒｎ－１） ／ （２τ） ＝ ∫
Ω
Ｆ′（ｕ�ｎ＋１）（３ｕｎ＋１ －

４ｕｎ ＋ ｕｎ－１） ／ （２ Ｅ１（ｕ�ｎ＋１） ＋ Ｃ０ ·（２τ））ｄｘ， （９）
其中 ｕ�ｎ＋１ 是利用２ 阶格式 ｕ�ｎ＋１ ＝ ２ｕｎ － ｕｎ －１ 得到的，
所以格式（７） ～ （９） 的时间收敛阶是 ２ 阶的． 文献

［１３］ 说明了对于半离散格式（７） ～ （９） 的修正能量

Ｅ（ｕｎ＋１，ｕｎ） ＝ （‖ ｕｎ＋１‖２
２ ＋ ‖ （２ｕｎ＋１ －

ｕｎ）‖２
２） ／ ２ ＋ ｜ ｒｎ＋１ ｜ ２

＋ ｜ ２ｒｎ＋１ － ｒｎ ｜ ２

满足 Ｅ（ｕｎ＋１，ｕｎ） ≤ Ｅ（ｕｎ，ｕｎ－１） ．
１． ２． ２　 Ｃｒａｎｋ⁃Ｎｉｃｏｌｓｏｎ 格式 　 利用 ＣＮ 格式，取正

整数 Ｎ，记 τ ＝ Ｔ ／ Ｎ，ｔｎ ＝ ｎτ（０ ≤ ｎ≤ Ｎ），给出半离

散格式

（ｕｎ＋１ － ｕｎ） ／ τ ＝ － Ｍμｎ＋１ ／ ２， （１０）
μｎ＋１ ／ ２ ＝ － Δｕｎ＋１ ／ ２ ＋ ｒｎ＋１ ／ ２Ｆ′（ｕ�ｎ＋１ ／ ２） ／

Ｅ１（ｕ�ｎ＋１ ／ ２） ＋ Ｃ０ ， （１１）

（ ｒｎ＋１ － ｒｎ） ／ τ ＝ ∫
Ω
Ｆ′（ｕ�ｎ＋１ ／ ２）（ｕｎ＋１ － ｕｎ） ／ τｄｘ ／

（２ Ｅ１（ｕ�ｎ＋１ ／ ２） ＋ Ｃ０ ）， （１２）
其中 ｕ�ｎ＋１ ／ ２ 和 ｕｎ＋１ ／ ２ 使用 ２ 阶格式 ｕ�１ ／ ２ ＝ （３ｕｎ －
ｕｎ－１） ／ ２ 和 ｕｎ＋１ ／ ２ ＝ （ｕｎ＋１ ＋ ｕｎ） ／ ２ 得到的，所以格式

（１０） ～ （１２） 的时间收敛阶是 ２ 阶的． 文献［１３］ 说

明了对于半离散格式（１０） ～ （１２） 的修正能量

Ｅ（ｕｎ＋１） ＝ ‖ ｕｎ＋１‖２
２ ／ ２ ＋ ｜ ｒｎ＋１ ｜ ２

满足 Ｅ（ｕｎ＋１） ≤ Ｅ（ｕｎ） ．

１． ３　 空间方向的 ２ 种离散格式

对方程的空间 ２ 阶偏导数部分，采用 ２ 阶中心差

分离散和重心 Ｌａｇｒａｎｇｅ 插值配点法进行离散． 记在

［ａ，ｂ］ 上ｍ等分后的离散点为ａ ＜ ｘ０ ＜ ｘ１ ＜ ｘ２ ＜ … ＜
ｘｍ－１ ＜ ｘｍ ＝ ｂ．
１． ３．１　 ２阶中心差分 　 由 ｈ ＝ （ｂ － ａ） ／ ｍ，∂２ｕｉ ／ ∂ｘ２ ＝
（ｕｉ ＋１ － ２ｕｉ ＋ ｕｉ －１） ／ ｈ２ ＋ Ｏ（ｈ２），令 ｕｎ ＝ （ｕｎ

１，ｕｎ
２，…，

ｕｎ
ｍ－１） Ｔ，就可以写出 ２ 阶中心差分的微分矩阵

Δ ＝

－ ２ ／ ｈ２ １ ／ ｈ２

１ ／ ｈ２ － ２ ／ ｈ２ ⋱
⋱ ⋱ ⋱

⋱ － ２ ／ ｈ２ １ ／ ｈ２

１ ／ ｈ２ － ２ ／ ｈ２

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

，

从而可以得到２阶空间离散Δｕｎ ． 其中容易证明Δ是

对称负定矩阵，且该空间离散的收敛阶是 ２ 阶的． 由
于对称负定矩阵的特殊性质，所以可以用快速算法
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计算在迭代过程中的线性方程组的解和矩阵向量的

乘积部分，具体步骤将在后面的计算过程中给出．
１． ３． ２　 重心 Ｌａｇｒａｎｇｅ插值配点法 　 为了得到更高

收敛阶的空间离散格式，采用重心 Ｌａｇｒａｎｇｅ 插值配

点法离散空间，并与 ２ 阶中心差分格式离散空间进

行比较． 对于在区间［ａ，ｂ］ 上的离散点，函数 ｕ（ｘ）
在节点 ｘ ｊ 处的函数值为 ｕ ｊ ＝ ｕ（ｘ ｊ），则可以写出

ｕ（ｘ） 的重心型插值函数

ｕ（ｘ） ＝ ∑
ｍ

ｊ ＝ ０
Ｌ ｊ（ｘ）ｕ ｊ，Ｌ ｊ（ｘ） ＝ （ω ｊ ／ （ｘ － ｘ ｊ）） ／

∑
ｍ

ｋ ＝ ０
（ωｋ ／ （ｘ － ｘｋ））， （１３）

其中 Ｌ ｊ（ｘ） 为插值函数，ω ｊ 为选取的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 插值

权且ω ｊ ＝ １ ／∏
ｊ≠ｋ

（ｘ ｊ － ｘｋ） ．

记重心 Ｌａｇｒａｎｇｅ 插值的微分矩阵为 Ｄ，利用插

值函数（１３） 可以写出在插值节点处的导数

ｕ（ｐ）（ｘｊ） ＝ ｄｐｕ（ｘ） ／ ｄｘｐ ｜ ｘ ＝ｘｊ ＝ ∑
ｍ

ｊ ＝１
Ｌ（ｐ）
ｊ ｕｊ ＝ ∑

ｍ

ｊ ＝１
Ｄ（ｐ）

ｉｊ ｕｊ，

通过对 Ｌ ｊ（ｘ） 求导，再利用数学归纳法则可以得到

Ｄ（ｐ） 的递推公式

　
Ｄ（ｐ）

ｉｊ ＝ ｐ（Ｄ（ｐ－１）
ｉｊ Ｄ（１）

ｉｊ － Ｄ（ｐ－１）
ｉｊ ／ （ｘｉ － ｘ ｊ）），ｉ ≠ ｊ，

Ｄ（ｐ）
ｉｊ ＝ － ∑

ｎ

ｊ ＝ １，ｊ≠ｉ
Ｄ（ｐ）

ｉｊ ，
{

从而可以得到 ２ 阶微分矩阵 Ｄ（２），即 Δｕ ＝ Ｄ（２）ｕ．
由于重心 Ｌａｇｒａｎｇｅ 插值对于 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 节点有

较高的数值稳定性， 所以本文将选用第 ２ 类

Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 节点及其重心插值权，其计算公式如下：
ｘ ｊ ＝ ｃｏｓ（ ｊπ ／ ｎ），ｊ ＝ ０，１，２，…，ｍ，

ω ｊ ＝ （ － １） ｊδ ｊ，δ ｊ ＝ １ ／ ２，ｊ ＝ ０ 或 ｎ，
１， 其他，{

从而利用 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 节点作为 Ｌａｇｒａｎｇｅ 插值配点，
对应地就可以给出下面的插值逼近性质．

定理 １［２２］ 　 若 ｕ（ｘ，ｔ） 在［ａ，ｂ］ × （０，Ｔ］ 上连

续，且边界是 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ连续． 记 ｈ ＝ （ｂ － ａ） ／ ２，则存

在常数 ｃ０、ｃ１ 有误差估计如下：

ｍａｘ
ｘ∈（ａ，ｂ）

｜ ｕ － ｕｈ ｜ ≤ ｃ０‖ｕ（ｍ＋１）‖∞ （ｅｈ ／ （２ｍ））ｍ，

ｍａｘ
ｘ∈（ａ，ｂ）

｜ ｄ２ｕ ／ ｄｘ２ － ｄ２ｕｈ ／ ｄｘ２ ｜ ≤ ｃ１‖ｕ（ｍ＋１）‖∞·

（ｅｈ ／ （２ｍ － ２）））ｍ－２ ．
由定理 １ 可知，重心 Ｌａｇｒａｎｇｅ 插值配点法是指

数收敛的．

１． ４　 ＳＡＶ 方法计算步骤和技巧

１． ４． １　 迭代步骤 　 对于 ＢＤＦ２ 格式， 令 βｎ＋１ ＝

Ｆ′（ｕ�ｎ＋１） ／ Ｅ１（ｕ�ｎ＋１） ＋ Ｃ０ ， 联立离散格式（７） ～

（９） 可得

（Ｉ ／ τ － ２ＭΔ ／ ３）ｕｎ＋１ ＋ Ｍβｎ＋１（βｎ＋１，ｕｎ＋１） ／ ３ ＝
（４ｕｎ － ｕｎ－１） ／ （３τ） － ２Ｍβｎ＋１（４ｒｎ － ｒｎ－１ － （βｎ＋１，
４ｕｎ －ｕｎ－１） ／ ２） ／ ９ ＝ Ｑｎ， （１４）
令Ａ ＝ Ｉ ／ τ － ２ＭΔ ／ ３，对于中心差分格式离散空间方

向，矩阵 Ａ 显然是三对角对称可逆矩阵． 则可对式

（１４） 先左乘 Ａ －１，再内积 βｎ＋１，得到

（βｎ＋１，ｕｎ＋１） ＝ （βｎ＋１，Ａ－１Ｑｎ） ／ （１ ＋ Ｍ（βｎ＋１， Ａ－１·
βｎ＋１） ／ ３） ＝ α．

最后计算

ｕｎ＋１ ＝ Ａ －１Ｑｎ － ＭＡ －１βｎ＋１α ／ ３，ｒｎ＋１ ＝ （４ｒｎ －
ｒｎ－１） ／ ３ ＋ （βｎ＋１，３ｕｎ＋１ － ４ｕｎ ＋ ｕｎ－１） ／ ６，
就可以求出第 ｎ 个节点的 ｕｎ ． 重复这个步骤就可以

求出 ＢＤＦ２ 格式在 Ω × ［０，Ｔ］ 上的所有数值解 ｕｎ
ｉ ｊ ．

同理， 对于 ＣＮ 格式， 令 βｎ＋１ ／ ２ ＝ Ｆ′（ｕ�ｎ＋１ ／ ２） ／

（２ Ｅ１（ｕ�ｎ＋１ ／ ２） ＋ Ｃ０ ）， 联立离散格式（１０） ～ （１２）
可得

（Ｉ ／ τ －ＭΔ ／ ２）ｕｎ＋１ ＋Ｍβｎ＋１ ／ ２（βｎ＋１ ／ ２，ｕｎ＋１） ＝ （Ｉ ／ τ ＋
ＭΔ ／ ２）ｕｎ － Ｍβｎ＋１ ／ ２（２ｒｎ － （βｎ＋１ ／ ２，ｕｎ）） ＝ Ｑｎ ． （１５）

令 Ａ ＝ Ｉ ／ τ － ＭΔ ／ ２，因为 Ａ 是三对角对称可逆

矩阵， 所以同理可对式（１５） 先左乘 Ａ －１， 再内积

βｎ＋１ ／ ２，得到

（βｎ＋１ ／ ２，ｕｎ＋１） ＝ （βｎ＋１ ／ ２，Ａ －１Ｑｎ） ／ （１ ＋ Ｍ（βｎ＋１ ／ ２，
Ａ －１βｎ＋１ ／ ２）） ＝ α．

最后计算

ｕｎ＋１ ＝ Ａ －１Ｑｎ － ＭＡ －１βｎ＋１ ／ ２α，ｒｎ＋１ ＝ ｒｎ ＋ （βｎ＋１ ／ ２，
ｕｎ＋１ － ｕｎ），
就可以求出第 ｎ 个节点的 ｕｎ ． 重复这个步骤就可以

求出 ＣＮ 格式在 Ω × ［０，Ｔ］ 上的所有数值解 ｕｎ
ｉｊ ．

这 ２ 种格式在计算的过程中都需要用到前 ２ 步

的信息，可以先采用 １ 阶格式，类似上述步骤利用 ｕ０

求出 ｕ１，再进行迭代．
１． ４． ２　 离散正弦变换和快速傅里叶变换 　 为了用

快速算法求解导出的线性方程组，先介绍特殊矩阵

的性质，有如下 ２ 个引理．
引理 １［２３］ 　 对于 ｍ × ｍ 的三对角矩阵 Ｔ ＝

ｔｒｉｄｉａｇ（ａ，ｂ，ｃ），它的 ｍ 个特征值为

λｋ ＝ ｂ ＋ ２ｃ ａ ／ ｃｃｏｓ（ｋπ ／ （ｍ ＋ １）），１ ≤ ｉ ≤ ｍ，
则可将 Ｔ 分解为 Ｔ ＝ ＰΛＰ －１ ＝ Ｐｄｉａｇ（λ１，λ２，…，
λｍ）Ｐ －１，特征值 λｋ 对应的特征向量为 Ｐｋ，其中第 ｊ
个分量为

Ｐｋｊ ＝ （ａ ／ ｃ） ｊ ／ ２ｓｉｎ（ ｊｋπ ／ （ｍ ＋ １））（ ｊ ＝ １，２，…，ｍ） ．
引理 ２［２３］ 　 对于 ｍ × ｍ 的循环矩阵 Ｃ ＝

ｃｉｒｃｌｅ（ａ０，ａ１，…，ａｍ－１），它的 ｍ 个特征值为

５０２第 ２ 期 陈 　 航，等：ＳＡＶ 方法求解 Ａｌｌｅｎ⁃Ｃａｈｎ 方程的数值比较



ｇ（ωｋ） ＝ ａ１ ＋ ａ２ωｋ ＋ ａ３ω２
ｋ ＋ … ＋ ａｍωｍ－１

ｋ ，
ωｋ ＝ ｃｏｓ（２ｋπ ／ ｍ） ＋ ｊｓｉｎ（２ｋπ ／ ｍ） ＝ ｅ２ｋｊπ ／ ｍ（０≤

ｋ ≤ ｍ － １），
则可将 Ｃ 分解为 Ｃ ＝ ＦΛＦ －１ ＝ Ｆｄｉａｇ（ｇ（ω０），
ｇ（ω１），…，ｇ（ωｍ－１））Ｆ －１，特征值 ｇ（ωｋ） 对应的特征

向量 Ｆｋ 为

Ｆｋ ＝ （１，ωｋ，ω２
ｋ，…，ωｍ－１

ｋ ） Ｔ ．
由于空间采用 ２ 阶中心差分离散，且 Ａ 是三对

角对称 Ｔｏｅｐｌｉｔｚ 可逆矩阵，所以可以利用离散正弦

变换（ＤＳＴ） 快速计算 Ａｂ，Ａ －１ｂ．
先利用引理 １ 计算出 Ａ 的特征值， 令 Ａ ＝

ＰΛＰ －１ ． 由 ＤＳＴ 和 ＩＤＳＴ 的性质［２３］ 知

Ｘ（ｋ） ＝ ｆＤＳＴ（ｘ（ｎ）） ＝ ２ ／ （２ｍ ＋ １）∑
ｍ－１

ｎ ＝ ０
ｘ（ｎ）·

ｓｉｎ（π（ｋ ＋ １）（ｎ ＋ １） ／ （ｍ ＋ １）），ｋ ＝ ０，１，…，ｍ － １，

ｘ（ｎ） ＝ ｆＩＤＳＴ（Ｘ（ｋ）） ＝ ２ ／ （２ｍ ＋ １）∑
ｍ－１

ｋ ＝０
Ｘ（ｋ）·

ｓｉｎ（π（ｋ ＋ １）（ｎ ＋ １） ／ （ｍ ＋ １）），ｎ ＝ ０，１，…，ｍ － １，
由矩阵 Ａ的特征可知，Ａｂ、Ａ －１ｂ 可以用 ＤＳＴ 和 ＩＤＳＴ
快速计算，即

Ａ －１ｂ ＝ ＰΛ －１Ｐ －１ｂ ＝ ｆＤＳＴ（Λ －１ ｆＩＤＳＴ（ｂ）），
Ａｂ ＝ ＰΛＰ －１ｂ ＝ ｆＤＳＴ（ΛｆＩＤＳＴ（ｂ）） ．

由于 ＣＮ 格式中的 Ａ� ＝ Ｉ ／ τ ＋ ＭΔ ／ ２ 是 Ｔｏｅｐｌｉｔｚ
矩阵，所以 Ｔｏｅｐｌｉｔｚ 矩阵与向量的乘积可以用快速

傅里叶变换［２４］ 求解．
将 Ｔｏｅｐｌｉｔｚ 矩阵 Ｔ 扩充成循环矩阵

Ｗ ＝ Ｔ ∗
∗ Ｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷∈ Ｒ２ｍ×２ｍ，

再利用离散傅里叶变换（ＤＦＴ） 性质知

Ｘ（ｋ） ＝ ｆＤＦＴ［ｘ（ｎ）］ ＝ ∑
ｍ－１

ｎ ＝ ０
ｘ（ｎ）ｅ －２ｋｎｊπ ／ ｍ，ｋ ＝ ０，

１，…，ｍ － １，

ｘ（ｎ） ＝ ｆＩＤＦＴ［Ｘ（ｋ）］ ＝ ∑
ｍ－１

ｋ ＝ ０
Ｘ（ｋ）ｅ２ｋｎｊπ ／ ｍ，ｎ ＝ ０，

１，…，ｍ － １，
结合引理 ２ 就可以计算循环矩阵与向量的乘积，则

令 ｂ� ＝ （ｂＴ，０） Ｔ 计算 Ｗｂ�即可得到 Ｔｂ． 再利用快速

傅里叶变换 （ＦＦＴ） 计算 ｆＤＦＴ， 就可以快速计算

Ｔｏｅｐｌｉｔｚ 矩阵与向量相乘． 若记 Ｗ１ｃ ＝ （ｔ１１，ｔ２１，…，ｔｎ１，
０，ｔ１ｎ，…，ｔ１２）Ｔ 为循环矩阵Ｗ的第 １ 列，则上述计算为

Ｗｂ� ＝ ｆＩＦＦＴ（ｄｉａｇ（ ｆＦＦＴ（Ｗ１ｃ）） ｆＦＦＴ（ｂ
�）），

最后取所得向量的前半部分即可．

２　 数值实验

２． １　 算例 １

选取 ｕ（ｘ，０） ＝ ｕ０ ＝ ０．５ｓｉｎ（πｘ），（ｘ，ｔ） ∈ ［ － １，
１］ × ［０，１］，取Ｍ ＝ １，ε ＝ ０． １． 由于没有准确值，所
以取 τ ＝ １ × １０ －５，使计算出的 ｕｎ 作为参考解 ｕ（ ｔｎ），

则计算最后时刻 Ｔ的误差 ｅ ＝ ｜ ｕｎ － ｕ（ ｔｎ） ｜ ，收敛阶

ｏｒ ＝ ｌｏｇ２（ｅｉ ＋１ ／ ｅｉ） ／ ｌｏｇ２（τｉ ＋１ ／ τｉ）
取空间离散点数ｍ ＝ １６，计算时间收敛阶如表１ 所示．

表 １　 在 ｍ ＝ １６ 时的 Ｌ∞ 误差和时间收敛阶

格式

τ

ＢＤＦ２ ／ 差分

‖ｅ‖∞ ｏｒ

ＣＮ ／ 差分

‖ｅ‖∞ ｏｒ

ＢＤＦ２ ／ 重心插值

‖ｅ‖∞ ｏｒ

ＣＮ ／ 重心插值

‖ｅ‖∞ ｏｒ

１． ６０ × １０ －３ ２． ９２ × １０ －５ － １． １６ × １０ －５ － ２． ４５ × １０ －５ － ９． ８６ × １０ －６ －
８． ００ × １０ －４ ７． ４４ × １０ －６ １． ９７ ２． ９４ × １０ －６ １． ９８ ６． ２５ × １０ －６ １． ９７ ２． ５１ × １０ －６ １． ９８
４． ００ × １０ －４ １． ８８ × １０ －６ １． ９９ ７． ４１ × １０ －７ １． ９９ １． ５８ × １０ －６ １． ９９ ６． ３２ × １０ －７ １． ９９
２． ００ × １０ －４ ４． ７２ × １０ －７ １． ９９ １． ８６ × １０ －７ ２． ００ ３． ９６ × １０ －７ １． ９９ １． ５８ × １０ －７ ２． ００
１． ００ × １０ －４ １． １７ × １０ －７ ２． ０１ ４． ６２ × １０ －８ ２． ０１ ９． ８６ × １０ －８ ２． ０１ ３． ９４ × １０ －８ ２． ０１

　 　 从计算结果可以看出，ＢＤＦ２ 格式和 ＣＮ 格式的

收敛阶都是２ 阶的（见图１ 和图２）． 在相同空间离散

格式下，ＣＮ 格式的精度比 ＢＤＦ２ 格式的精度高．
考虑空间离散方式不一样，假设真解 ｕ（ｘ，ｔ） ＝

ｃｏｓ ｔ ｓｉｎ（πｘ），代入 Ａｌｌｅｎ⁃Ｃａｈｎ 方程中计算得到函数

ｇ（ｘ，ｔ） ＝ ｓｉｎ（πｘ）（ － ｓｉｎ ｔ ＋ Ｍπ２ｃｏｓ ｔ ＋ Ｍｃｏｓ ｔ·
（（ｃｏｓ ｔ ｓｉｎ（πｘ）） ２ － １） ／ ε２），

取 τ ＝ １ ×１０－５，Ｍ ＝ １，ε２ ＝ ０．１，计算结果如表２所示．

由上述分析结果可以看出，空间离散使用中心

差分的收敛阶是 ２ 阶的． 重心 Ｌａｇｒａｎｇｅ 插值配点法

可以在较小的剖分中得到较高的精度，收敛阶是指

数递减的． 在相同的时间离散格式下，重心 Ｌａｇｒａｎｇｅ
插值配点法的精度比 ２ 阶中心差分格式的精度高很

多，前者只需要 ６ 个节点就可以达到后者 ３２ 个节点

的精度，前者在 １０ 个节点时的误差就远小于后者在

１２８ 个节点时的误差．

６０２ 江西师范大学学报（自然科学版） ２０２２ 年



图 １　 ＢＤＦ２ 格式收敛阶 图 ２　 ＣＮ 格式收敛阶

　 　 接下来讨论ＢＤＦ２格式和ＣＮ格式的运行时间，
运行环境为 ８Ｇ（ｉｎｔｅｌ）ｉ５⁃７２００Ｕ． 选取 Ｎ ＝ １０４，对于
差分离散，选取空间剖分数 ｍ ＝ ２１０ ． 因为由上述实
验可知，重心Ｌａｇｒａｎｇｅ插值配点法的计算结果的误

差较小，所以对于重心 Ｌａｇｒａｎｇｅ 插值配点法离散选
取 ｍ ＝ １０． 由上述实验可知重心 Ｌａｇｒａｎｇｅ 插值配点
法的误差较小，下面比较常规计算和快速计算以及
重心 Ｌａｇｒａｎｇｅ 插值配点法离散的运行时间（见表 ３）．

表 ２　 在 τ ＝ １ × １０ －５ 时的 Ｌ２ 和 Ｌ∞ 误差和空间收敛阶

Ｎ
ＢＤＦ２ ／ 差分

‖ｅ‖∞ ‖ｅ‖２

ＣＮ ／ 差分

‖ｅ‖∞ ‖ｅ‖２
Ｎ

ＢＤＦ２ ／ 重心插值

‖ｅ‖∞ ‖ｅ‖２

ＣＮ ／ 重心插值

‖ｅ‖∞ ‖ｅ‖２

　 ８ ３． ５ × １０ －２ ３． ７ × １０ －２ ３． ５ × １０ －２ ３． ７ × １０ －２ ６ ３． １ × １０ －３ ３． ２ × １０ －３ ３． １ × １０ －３ ３． ２ × １０ －３

１６ ９． １ × １０ －３ ９． ４ × １０ －３ ９． １ × １０ －３ ９． ４ × １０ －３ ８ ７． ３ × １０ －５ ８． ９ × １０ －５ ７． ３ × １０ －５ ８． ９ × １０ －５

３２ ２． ３ × １０ －３ ２． ４ × １０ －３ ２． ３ × １０ －３ ２． ４ × １０ －３ １０ １． ３ × １０ －６ １． ６ × １０ －６ １． ３ × １０ －６ １． ６ × １０ －６

６４ ５． ６ × １０ －４ ５． ８ × １０ －４ ５． ６ × １０ －４ ５． ８ × １０ －４ １２ １． ８ × １０ －８ ２． ８ × １０ －８ １． ８ × １０ －８ ２． ８ × １０ －８

１２８ １． ３ × １０ －４ １． ４ × １０ －４ １． ３ × １０ －４ １． ４ × １０ －４ １４ ２． ０ × １０ －１０ ３． １ × １０ －１０ ２． ０ × １０ －１０ ３． １ × １０ －１０

表 ３　 不同格式的 ＣＰＵ 计算时间

格式 ＢＤＦ２ ＢＤＦ ／ ＤＳＴ ＢＤＦ２ ／ Ｌａｇ ＣＮ ＣＮ ／ ＤＳＴ ／ ＦＦＴ ＣＮ ／ Ｌａｇ
ＣＰＵ 时间 ／ ｓ １０９． ０９ ２． ７０ ０． ２１ １５７． ７８ ３． ７０ ０． ２５

　 　 由表 ３ 可以很明显看出，快速算法对差分格式

的计算时间有较大提升，而重心 Ｌａｇｒａｎｇｅ 插值配点法

能经过很少节点就达到高精度从而缩短了计算时间．
２． ２　 算例 ２

取 ｕ０ ＝ ｓｉｎ（πｘ），（ｘ，ｔ） ∈ ［ － １，１］ × ［０，１］ 取

Ｍ ＝ １，ε ＝ ０． １，ｍ ＝ ２１０，τ ＝ １ × １０ －４，１维等距剖分

的能量离散形式为

　 　 Ｅｈ（ｕ） ＝ ｈ∑
ｍ

ｉ ＝０
（（ｕｎ

ｉ ）２ －１）２ ／ （４ε２） ＋ ｈ∑
ｍ－１

ｉ ＝１
（（ｕｎ

ｉ＋１ －

ｕｎ
ｉ－１） ／ （２ｈ）） ２ ／ ２．

由图３ 和图４ 可见：在空间是２ 阶中心差分离散

空间的情况下，时间离散的 ＢＤＦ２ 格式和 ＣＮ 格式都

满足能量耗散，且到达稳定的时间几乎一致．
取 ｕ０ ＝ ｓｉｎ（πｘ），（ｘ，ｔ） ∈ ［ － １，１］ × ［０，１］，

Ｍ ＝ １，ε ＝ ０． １，ｍ ＝ １２，τ ＝ １ × １０ －４，在 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ
节点下的能量离散形式为

Ｅ（ｕｎ） ＝ ∑
ｍ

ｉ ＝０
ρ（ｘｉ）（（ｕｎ

ｉ ）２ － １）２ ／ （４ε２） ＋∑
ｍ－１

ｉ ＝１
ρ（ｘｉ）ｕｎ

ｉ·

∑
ｍ

ｊ ＝ ０
Ｄ（２）

ｉｊ ｕｎ
ｊ ／ ２．

图 ３　 ＢＤＦ２ ／差分格式

图 ４　 ＣＮ ／差分格式
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同样，对于重心 Ｌａｇｒａｎｇｅ 插值配点法空间的情

况，时间离散的 ＢＤＦ２ 格式和 ＣＮ 格式都满足能量耗

散． 如图 ５ 和图 ６ 所示，ＢＤＦ２ 格式在 ｔ ＝ ０． ６ 之前达

到稳定，而 ＣＮ 格式在 ｔ ＝ ０． ６ 后达到稳定，这说明对

于同种情况下，ＣＮ 格式需要更多时间才达到能量

稳定．

图 ５　 ＢＤＦ２ ／重心插值格式

图 ６　 ＣＮ ／重心插值格式

３　 结束语

本文利用重心 Ｌａｇｒａｎｇｅ 插值配点法结合 ＳＡＶ
格式来求解 Ａｌｌｅｎ⁃Ｃａｈｎ 方程，对比了几种离散格式

的精度和能量耗散情况． 通过算例可以发现：在同种

空间离散格式下，ＣＮ 格式的精度比 ＢＤＦ２ 格式更

高；在同种时间离散格式下，重心 Ｌａｇｒａｎｇｅ 插值配

点格式的精度比 ２ 阶中心差分的精度更高，且收敛

阶是指数收敛． 虽然 ＤＳＴ 和 ＦＦＴ 快速算法结合 ２ 阶

中心差分格式求解所用的 ＣＰＵ 时间变少，但是重心

Ｌａｇｒａｎｇｅ 插值配点法求解所用的 ＣＰＵ 时间仍然比

快速算法的差分格式求解所用的 ＣＰＵ 时间更少． 进
一步地，数值算例验证在 ＳＡＶ 方法下的几种数值格

式都满足能量耗散规律．
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