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摘要：该文对含有阻尼效应的非线性薛定谔方程提出了一个新的共形分裂高阶紧致差分格式． 首先利用
分裂技巧，将复杂方程分裂为 ３ 个子问题；然后对于其中的非线性子问题，利用其逐点质量守恒的性质可
以精确求解，避免了迭代，提高了计算效率；再利用了高阶紧致方法对空间进行离散，在基本不提高成本
的情况下，提升了空间精度；最后通过理论分析与数值实验证明了该格式的高精度、稳定性以及保持共形
质量守恒律．
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０　 引言

非线性薛定谔方程是在数学物理中非常重要的

模型，它在材料科学、等离子体物理学、量子物理学、
非线性光学、双分子动力学等领域中得到了广泛应

用． 含有阻尼效应的非线性薛定谔方程描述了在非

线性介质中的几种谐振现象，特别是在垂直振荡水

槽中的非线性法拉第谐振［１］ 和相敏放大器对光纤

中孤子的影响［２］ ． 本文考虑如下带有阻尼效应的非

线性薛定谔（ＤＮＬＳ）方程：

ｉψｔ ＋ ψｘｘ ＋ β ｜ ψ ｜ ２ψ ＋ ｉα ψ ＝ ０，ｘ ∈Ω，０ ＜ ｔ ≤ Ｔ （１）

的周期初边值问题，取初始条件为

ψ（ｘ，０） ＝ ψ０（ｘ），ｘ ∈ Ω， （２）
其中 ψ（ｘ，ｔ） 是定义在 Ω × ［０，Ｔ］ 上的未知复函数，
ｉ 是虚数单位，β 是不为 ０ 的常数（β ＞ ０ 和 β ＜ ０ 分

别表示方程是聚焦和散焦的情况），α（ ＞ ０） 表示系

统耗散率． 若α ＝ ０，则方程变为一般的薛定谔方程，
其质量与能量以及动量是守恒的．

根据 Ｒ． ＭｃＬａｃｈｌａｎ 等［３］ 的研究，初边值问题

（１） ～ （２） 保持共形质量守恒律

Ｍ（ ｔ） ＝ ｅ －２αｔＭ（０），Ｍ（ ｔ） ＝ ∫
Ω
｜ ψ ｜ ２

ｄｘ，ｔ ≥０

以及共形动量守恒律

Ｉ（ ｔ） ＝ ｅ －２αｔＩ（０），Ｉ（ ｔ） ＝ ｉ∫
Ω
ψψｘｄｘ，ｔ ≥０，

其中 ψ 表示函数 ψ 的共轭．
近年来，科研工作者对 ＤＮＬＳ 方程进行了一些

研究，构造了一些数值格式，如 Ｂａｏ Ｗｅｉｚｈｕ 等［４］ 提
出了 ２ 阶时间分裂谱方法，Ｊｉａｎｇ Ｃｈａｏｌｏｎｇ 等［５⁃６］ 利
用傅里叶伪谱法构造了非线性隐式与线性隐式 ２ 种
方法，Ｃａｉ Ｊｉａｘｉａｎｇ等［７］ 提出了紧致隐式积分算子方
法，Ｈｕ Ｗｅｉｐｅｎｇ 等［８］ 提出了 ＤＮＬＳ 方程的保辛格式
等． 上述工作虽然有很多优点，但是部分方法依然存
在精度不高、计算效率较低或共形质量守恒律不保
持等问题．

基于此，本文提出了一种高精度、高效率且保持
共形质量守恒律的有限差分方法，该方法结合了时
间分裂方法［９⁃１０］ 与高阶紧致方法［１１］（这 ２ 种方法已
经得到广泛运用［１２⁃１５］）． 其中时间分裂方法可以将
复杂的原问题分裂成几个易于求解的子问题，便于
构造简便的数值格式；且高阶紧致方法是一种利用
了更少的模板节点达到了更高精度的方法，它适合
于构造高精度、高效率的数值格式．
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１　 共形分裂高阶紧致格式的构造

本部分先对 Ω × ［０，Ｔ］ 进行网格剖分． 设 Ω ＝
［ａ，ｂ］，将区间［ａ，ｂ］ 作 Ｊ等分，将区间［０，Ｔ］ 作Ｎ等
分，记空间步长与时间步长分别为 ｈ、τ，则 ｈ ＝ （ｂ －
ａ） ／ Ｊ，τ ＝ Ｔ ／ Ｎ，可以得到时空区域 Ω × ［０，Ｔ］ 的一
致网格剖分

Ωｈτ ＝ ｛（ｘｊ，ｔｎ） ｜ ｘｊ ＝ ａ ＋ ｊｈ，ｔｎ ＝ ｎτ， ｊ ＝ ０，１，…，
Ｊ，ｎ ＝ ０，１，…，Ｎ｝ ．

记函数 ψ（ｘ，ｔ） 在（ｘ ｊ，ｔｎ） 处的精确解与数值解

分别为 Ψｎ
ｊ 、ψｎ

ｊ ，为方便起见，引入如下记号：
δｔψｎ＋１ ／ ２

ｊ ＝ （ψｎ＋１
ｊ － ψｎ

ｊ ） ／ τ，δ２ｘψｎ
ｊ ＝ （ψｎ

ｊ＋１ － ２ψｎ
ｊ ＋

ψｎ
ｊ－１） ／ ｈ２，ψｎ＋１ ／ ２

ｊ ＝ （ψｎ＋１
ｊ ＋ ψｎ

ｊ ） ／ ２，δ２ｘψｎ
ｊ ＝ （ψｎ

ｊ＋１ －

ψｎ
ｊ－１） ／ （２ｈ），Ａψｎ

ｊ ＝ （ψｎ
ｊ＋１ ＋ １０ψｎ

ｊ ＋ ψｎ
ｊ－１） ／ １２，δ

�２
ｘψｎ

ｊ ＝
Ａ －１δ２ｘψｎ

ｊ ．
为构造 ＤＮＬＳ 方程（１） 的高阶精度格式，首先

回顾一下高阶紧致方法． 对于具有一定光滑性的函
数 ｕ（ｘ），其 ２ 阶导数 ｕ″（ｘ） 可以由 ｕ（ｘ ｊ ＋１）、ｕ（ｘ ｊ）、
ｕ（ｘ ｊ －１） ３ 点近似［１６］，即

（ｕ（ｘ ｊ ＋１） － ２ｕ（ｘ ｊ） ＋ ｕ（ｘ ｊ －１）） ／ ｈ２ ＝ ｕ″（ｘ ｊ） ＋
ｈ２ｕ（４）（ｘ ｊ） ／ １２ ＋ Ｏ（ｈ４） ＝ ｕ″（ｘ ｊ） ＋ Ｏ（ｈ２），
若略去高阶项 Ｏ（ｈ２），则得到的格式具有 ２ 阶精度．
若再将上式中的４阶导数ｄ４ｕ（ｘ） ／ ｄｘ４ 写成ｄ２（ｄ２ｕ（ｘ） ／
ｄｘ２） ／ ｄｘ２，对前一 ２ 阶微分采用 ２ 阶中心差商离散，
后一 ２ 阶微分保持不变，则得到如下离散格式：

（ｕ″（ｘｊ ＋１） ＋ １０ｕ″（ｘｊ） ＋ ｕ″（ｘｊ －１）） ／ １２ ＝ （ｕ（ｘｊ ＋１） －
２ｕ（ｘ ｊ） ＋ ｕ（ｘ ｊ －１）） ／ ｈ２ ＋ Ｏ（ｈ４） ．
忽略高阶项 Ｏ（ｈ４），得到截断误差为 ４ 阶的紧致格式：

Ａｕ″ｊ ＝ （ｕ″ｊ ＋１ ＋ １０ｕ″ｊ ＋ ｕ″ｊ －１） ／ １２ ＝ （ｕ ｊ ＋１ － ２ｕ ｊ ＋
ｕ ｊ －１） ／ ｈ２ ＝ δ２ｘｕ ｊ ． （３）

此格式只用了 ３ 个节点 ｘ ｊ －１、ｘ ｊ、ｘ ｊ ＋１ 就得到了 ４
阶精度的差分格式，若采用一般的差分离散，则这是
不可能达到的． 在周期边界条件下，将其写成矩阵形
式 ｕ″ ＝ Ｐ －１Ｑｕ，其中

Ｐ ＝ １
１２

１０ １ … … １
１ １０ １ ⋱ ︙
︙ ⋱ ⋱ ⋱ ︙
︙ ⋱ １ １０ １
１ … … １ １０

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

，

Ｑ ＝ １
ｈ２

－ ２ １ … … １
１ － ２ １ ⋱ ︙
︙ ⋱ ⋱ ⋱ ︙
︙ ⋱ １ － ２ １
１ … … １ － ２

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

．

为构造 ＤＮＬＳ 方程（１） 高效的分裂步高阶紧致

格式，先把它分裂成如下形式：

　 　 ｉψｔ ＋ ψｘｘ ＝ ０， （４）

　 　 ｉψｔ ＋ β ｜ ψ ｜ ２
ψ ＝ ０， （５）

　 　 ｉψｔ ＋ ｉαψ ＝ ０， （６）
由用 Ｃｒａｎｋ⁃Ｎｉｃｏｌｓｏｎ 格式对式（４） 进行时间离散和

对高阶紧致格式（３） 进行空间离散可得

　 　 ｉδｔψｎ＋１ ／ ２
ｊ ＋ δ�２ｘψｎ＋１ ／ ２

ｊ ＝ ０． （７）

用 ψ 乘以式（５） 的两边得 ｉψｔψ ＋ β ｜ ψ ｜ ４
＝ ０，再取

虚部得

（ψｔψ ＋ ψｔψ） ／ ２ ＝ ｄ ｜ ψ（ｘ，ｔ） ｜ ２
／ ｄｔ ／ ２ ＝ ０．

这说明各个点在各个时刻处的质量 ｜ ψ（ｘ，ｔ） ｜ ２
保持

不变，即

｜ ψ（ｘ，ｔｎ＋１） ｜ ２
＝ ｜ ψ（ｘ，ｔｎ） ｜ ２

．

这说明方程（５） 满足逐点的质量守恒律． 这使得非

线性方程（５） 可以精确求解． 将其代入式（５），则可

得方程（５） 的精确解

ψ（ｘ ｊ，ｔｎ＋１） ＝ ｅｉβ ψ（ｘ ｊ，ｔｎ）
２τψ（ｘ ｊ，ｔｎ） ． （８）

对于式（６），由观察可知，此方程为线性常系数常微

分方程，可以用分离变量法得其精确解

ψ（ｘ ｊ，ｔｎ＋１） ＝ ｅ －ατψ（ｘ ｊ，ｔｎ） ． （９）
最后，将方程（４） ～ （６） 的解（７） ～ （９） 利用 Ｓｔｒａｎｇ
组合，得到在时间上 ２ 阶精度的格式：

　

ψ（１）
ｊ ＝ ｅ －ατ ／ ２ψｎ

ｊ ，

ψ（２）
ｊ ＝ ｅｉβ ψ（１）ｊ

２τ ／ ２ψ（１）
ｊ ，

ｉ（ψ（３）
ｊ － ψ（２）

ｊ ） ／ τ ＝ － δ�２ｘ（ψ（３）
ｊ ＋ ψ（２）

ｊ ） ／ ２，

ψ（４）
ｊ ＝ ｅｉβ ψ（３）ｊ

２τ ／ ２ψ（３）
ｊ ，

ψｎ＋１
ｊ ＝ ｅ －ατ ／ ２ψ（４）

ｊ ，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（１０）

其中 ｊ ＝ １，２，…，Ｊ，ｎ ＝ ０，１，２，…，Ｎ － １．
格式（１０） 在时间上具有 ２ 阶精度、在空间上具

有 ４ 阶精度；且在计算过程中，格式（１０） 在每次时

间的推进时只需要求解线性方程组以及简单的代数

运算，不需要额外的非线性迭代，计算成本较低，计
算效率非常高，这克服了已有数值格式的各种不足．
不仅如此，格式（１０） 还保持 ＤＮＬＳ 方程固有的一些

物理性态，如共形质量守恒．

２　 数值格式的共形守恒律以及稳定性

为分析格式（１０） 的共形守恒律，需要运用到循
环矩阵的一些性质．

引理 １［１５］ 　 设 Ｘ、Ｙ 为同阶循环矩阵，则其满足
如下性质：
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（ｉ）ＸＹ ＝ ＹＸ，Ｘ －１、Ｙ －１、ＸＹ 也都是循环矩阵；
（ｉｉ） 对于循环对称正定矩阵 Ｘ，存在唯一的矩

阵 Ｚ，使得 Ｘ ＝ ＺＴＺ．
定理 １　 ＤＮＬＳ 方程 （１） 的 Ｓｔｒａｎｇ 分裂格式

（１０） 保持如下的离散共形质量守恒律，即

Ｍｎ＋１ ＝ ｅ －２ατＭｎ，Ｍｎ ＝ ‖ψｎ
ｊ ‖２ ＝ ｈ∑

Ｊ

ｊ ＝ １
｜ ψｎ

ｊ ｜ ２
．

证 　 将式（１０） 中的第 １ 式与第 ２ 式两边取模
并平方，关于空间指标 ｊ 求和，可得
‖ψ（１）‖２ ＝ ｅ －ατ‖ψｎ‖２，‖ψ（２）‖２ ＝ ‖ψ（１）‖２，
同理可得‖ψ（４）‖２ ＝ ‖ψ（３）‖２，‖ψｎ＋１‖２ ＝ ｅ －ατ·
‖ψ（４）‖２ ．

用 ψ（３） ＋ ψ（４） 与式（１０） 中第 ３ 式作内积，取虚
部并利用引理 １ 可得

‖ψ（３）‖２ ＝ ‖ψ（２）‖２ ．
综上所述有 ‖ψｎ＋１‖２ ＝ ｅ －２ατ‖ψｎ‖２，即格式

（１０） 满足离散共形质量守恒律 Ｍｎ＋１ ＝ ｅ －２ατＭｎ ． 同
时这表明了格式（１０） 是无条件稳定的，原因是
‖ψｎ＋１‖２ ＝ ｅ－２ατ‖ψｎ‖２ ＝ ｅ－２αｔｎ＋１‖ψ０‖２ ≤‖ψ０‖２ ．

３　 数值实验

本部分主要通过数值实验来检验所构造的格式
（１０） 的有效性，并验证该格式的收敛精度和对共形
质量守恒律的保持情况． 此外，考虑到 ＤＮＬＳ 方程（１）
具有共形动量守恒律，定义方程（１）对应的离散动

量表达式为

Ｉｎ ＝ ｉ（ψ，Ｄｘψ） ＝ ｉｈ∑
Ｊ

ｊ ＝ １
ψｎ

ｊ （Ｄｘψｎ） ｊ，

其中Ｄｘ 为１ 阶导数 ψｘ 的离散算子 δ２ｘ 所对应的反对
称矩阵． 通过上述公式来模拟格式的动量变化情况．

取空间为 Ω ＝ ［ － ２５，２５］，ＤＮＬＳ 方程（１） 中的
参数 β ＝ ２、α ＝ ０．００５，取初值为 ψ０（ｘ） ＝ ｓｅｃｈ（ｘ）·
ｅ２ｉｘ ． 由于无法给出其精确解，所以为便于分析，将利
用格式（１０） 在相对小的时间步长与空间步长下得
到的数值解作为“精确解” ． 这里取 ｈ ＝ １ ／ ３２，τ ＝
１ ×１０ －４ ． 为了计算收敛阶，使用公式
ｏτ ＝ ｌｎ（‖ｅ（ｈ，τ１）‖γ ／‖ｅ（ｈ，τ２）‖γ） ／ ｌｎ（τ１ ／ τ２），
ｏｈ ＝ ｌｎ（‖ｅ（ｈ１，τ）‖γ ／‖ｅ（ｈ２，τ）‖γ） ／ ｌｎ（ｈ１ ／ ｈ２）
来分别计算时间方向与空间方向的收敛阶数，其中
‖ｅ（ｈ，τ）‖γ 表示在空间步长 ｈ 以及时间步长 τ 下
误差的 γ 范数，γ ＝ ２ 或 ∞ ．

在计算空间方向的收敛阶时，可以选取不同的
空间步长，并固定一个相对小的时间步长来数值模
拟，以此来减少时间方向对误差的影响；在计算时间
方向的收敛阶时同理． 选择 τ ＝ １ × １０ －４，ｈ ＝ １ ／ ２、
１ ／ ４、１ ／ ８、１ ／ １６ 来计算空间方向的收敛阶，选择 ｈ ＝
１ ／ ３２，τ ＝ １ ／ ２５、１ ／ ５０、１ ／ １００、１ ／ ２００ 来计算时间方向
的收敛阶，问题计算到 ｔ ＝ １． 从表 １ 和表 ２ 容易看
出：格式（１０） 在空间方向上有 ４ 阶收敛率，在时间
方向上有 ２ 阶收敛率． 这与理论分析结果相符．

表 １　 空间收敛阶及误差（τ ＝ １ × １０ －４）

ｈ
２⁃ 范数

‖ｅ（ｈ，τ）‖２ ｏｈ
∞ ⁃ 范数

‖ｅ（ｈ，τ）‖∞ ｏｈ
１ ／ ２ ２． ３４２ ５ × １０ －１ １． ７２４ ９ × １０ －１

１ ／ ４ １． １０１ ３ × １０ －２ ４． ４１１ ７． １９２ ３ × １０ －３ ４． ５８４
１ ／ ８ ６． ６４２ ８ × １０ －４ ４． ０５１ ４． ３５９ ０ × １０ －４ ４． ０４４
１ ／ １６ ３． ８８２ １ × １０ －５ ４． ０９７ ２． ５４６ ７ × １０ －５ ４． ０９７

表 ２　 时间收敛阶及误差（ｈ ＝ １ ／ ３２）

τ
２⁃ 范数

‖ｅ（ｈ，τ）‖２ ｏτ
∞ ⁃ 范数

‖ｅ（ｈ，τ）‖∞ ｏτ
１ ／ ２５ ８． ７８１ ０ × １０ －２ ５． ８８８ ８ × １０ －２

１ ／ ５０ ２． １４７ ９ × １０ －２ ２． ０３１ １． ４０７ ８ × １０ －２ ２． ０６５
１ ／ １００ ５． ３４０ ０ × １０ －３ ２． ００８ ３． ４８３ ６ × １０ －３ ２． ０１５
１ ／ ２００ １． ３３２ ９ × １０ －３ ２． ０３８ ８． ６８５ ０ × １０ －４ ２． ００４

　 　 下面再考察格式（１０） 长时间的数值模拟能力．
选取 ｈ ＝ １ ／ ８，τ ＝ ０． ０１，α ＝ ０ 与 α ＝ ０． ００５，利用格
式（１０） 模拟到 ｔ ＝ ４０． 图 １ 展现了当 α ＝ ０ 与 α ＝
０． ００５ 时孤立波 ｜ ψｎ

ｊ ｜ 在 ｔ ＝ ０、１０、２０、３０、４０ 处的波

形图． 由图 １ 可知：当 α ＝ ０ 时，没有阻尼效应，孤立
波的形状和振幅保持不变；当 α ＝ ０． ００５ 时，波形保
持不变，然而孤立波的振幅逐渐减小，这与真实的物
理问题一致．
　 　 图 ２ 与图 ３ 分别展示了当 α ＝ ０ 和 α ＝ ０． ００５

时质量与动量随时间的演化情况． 图 ４ 描绘了质量

和动量的衰减率随时间的演化关系，其纵坐标的数

据由（ｌｎ（Ｑｎ ／ Ｑ０）） ／ ２ ± ０． １（其中 Ｑｎ ＝ Ｍｎ 或 Ｉｎ） 计

算得到，中间的线条是参照线 ｙ ＝ － αｔ ＝ － ０． ００５ｔ．
从图 ２ 可以看出：当 α ＝ ０ 时，质量与初始值相比是

基本保持不变的，符合薛定谔方程的质量守恒律，而
动量与初始值相比具有一定的误差． 由图 ３ 和图 ４
可以看到：质量随时间的衰减率完全与理论分析的

结果一样，且动量也随着时间而衰减．
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　 　 （ａ）α ＝ ０　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （ｂ）α ＝ ０． ００５
图 １　 ψｎ

ｊ 在不同时间上的波形

　 （ａ） 质量 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （ｂ） 动量
图 ２　 当 α ＝ ０ 时质量与动量随时间的演化

　 （ａ） 质量 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （ｂ） 动量
图 ３　 当 α ＝ ０． ００５ 时质量与动量随时间的演化

图 ４　 质量与动量随时间的衰减率

４　 结论

本文通过采用分裂步方法和高阶紧致方法，构
造了含有阻尼效应的非线性薛定谔方程的共形分裂
高阶紧致方法． 通过采用分裂步技术把原方程分解
成更简单的 ２ 个微分方程，其中非线性问题能够精
确求解，这可以避免求解非线性代数方程组． 对于空
间导数的离散采用高效的高阶紧致格式，这样得到
的数值格式不仅能够保持原方程的共形结构，而且
计算效率还非常高． 这种数值格式的构造思路可以
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推广到其他微分方程保结构格式的构造中，在未来
的工作中将深入讨论此类格式．
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