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一类带齐次分裂核的群体平衡方程的
相似分析及相似解

林府标１，王　 骞２，张千宏１

（１． 贵州财经大学数统学院，贵州 贵阳　 ５５００２５；２． 贵州师范大学附属中学，贵州 贵阳　 ５５０００１）

摘要：该文研究一类带齐次分裂核的群体平衡方程的相似分析及相似解． 首先将尺度变换群法用于一类

带齐次分裂核的群体平衡方程， 探寻尺度函数的相似不变量，用自相似不变量构造自相似解；其次用解

的群变换和自相似解获得了原方程的相似解、显式精确解、约化方程， 分析了解的动力学性态；最后，相
似分析结果表明：尺度变换群法不仅可用于纯微分方程， 而且可用于群体平衡方程．
关键词：群体平衡方程；尺度变换群；相似不变量；相似解
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０　 引言

群体平衡方程［１⁃４］ 广泛应用于实体工业、化学

工程、辐射诱导、机械工程、高分子聚合物降解、岩石

的破碎、颗粒物的粉磨、药物的粉碎以及液滴、飞沫、
微滴、雾滴、云滴的破裂过程等． 微滴分裂过程恰好

是一分为二的群体平衡方程［１⁃２］，它可写成

∂ｆ（ｘ，ｔ） ／ ∂ｔüþ ýï ï ï

微滴密度分布的变化率

＝ ２∫∞
ｘ
Ｋ（ｘ，ｙ － ｘ） ｆ（ｙ，ｔ）ｄｙ

üþ ýï ï ï ï ï ï ï ï ï ï

微滴因分裂而出生或生长

－

ｆ（ｘ，ｔ）∫ｘ
０
Ｋ（ｙ，ｘ － ｙ）ｄｙ

üþ ýï ï ï ï ï ï ï ï

微滴因分裂而死亡或破坏

， （１）

其中 ｘ 代表微滴的内部坐标，用于描述微滴种类固

有的数量性态及特征，如尺寸、形状、孔隙度、质量、
体积、长度等；ｔ代表时间， ｆ（ｘ，ｔ） 代表在 ｔ时刻尺寸

是 ｘ 的微滴分裂的尺寸演化性态分布． 分裂核 Ｋ（ｘ，
ｙ） 描述尺寸是 ｘ ＋ ｙ的微滴分裂成尺寸分别是 ｘ和 ｙ
的速率，并且满足

Ｋ（ｘ，ｙ） ＝ Ｋ（ｙ，ｘ） ≥ ０，
尺寸是 ｘ的微滴分裂的速率 ｖ（ｘ） 以及尺寸是 ｙ的微

滴分裂成尺寸是 ｘ 的平均数量 ｂ（ｘ ｜ ｙ） 分别定义为

ｖ（ｘ） ＝ ∫ｘ
０
Ｋ（ｙ，ｘ － ｙ）ｄｙ，

ｂ（ｘ ｜ ｙ） ＝ ２Ｋ（ｘ，ｙ － ｘ） ／ ｖ（ｙ） ． （２）

ｂ（ｘ ｜ ｙ） 满足质量守恒定律，分裂微滴的子代微滴的

平均数量满足关系式

∫ｙ
０
ｘｂ（ｘ ｜ ｙ）ｄｘ ＝ ｙ，２ ≤ ∫ｙ

０
ｂ（ｘ ｜ ｙ）ｄｘ ＝ Ｄ（ｙ） ≤∞ ． （３）

准确理解和应用实体微粒系统的复杂动力学性

态以及微粒尺寸演化分布规律，归结为研究方程

（１） 的精确解［４］ ． 但在实体应用领域中，由于缺乏精

确求解的理论和方法，因而常用数值技术、矩方法、
蒙特卡罗法、类方法、近似解析逼近理论等［１⁃４］ ．

尺度变换群与量纲分析法常被用于纯微分方

程［５⁃９］，文献［８］ 介绍了量纲分析的理论基础归结于

Ｅ． Ｂｕｃｋｉｎｇｈａｍ 的 π⁃ 定理，并且给出了该定理的证
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明及其在包括 １９４５ 年的核原子爆炸及热传导问题

等纯偏微分方程中的应用． 文献［１０］ 探究了多参数

尺度变换群的概念及相关理论，给出了单参数尺度

变换群在涉及非黏性气体的自相似解等纯偏微分方

程中的应用． 如今该方法也被用于积分⁃偏微分方程

群体平衡方程［１１⁃１８］ ． 从纯常微分方程和偏微分方程

到积分⁃偏微分方程和群体平衡方程的应用，并非简

单地类推、拓广、平移，这种推广最主要的困难在于

积分项及类型的影响． 在文献［５⁃１８］ 的基础上，本
文用相似理论研究方程（１） 的相似不变量、约化方

程、相似解、精确解、解的动力学性态及特征．

１　 齐次分裂核与群体平衡方程

设 λ 和 σ 为非负实数，σ 次齐次分裂核 Ｋ（ｘ，ｙ）
满足

Ｋ（λｘ，λｙ） ＝ λσＫ（ｘ，ｙ） ． （４）
其中式（４） 广泛应用于气溶胶科学、能源科学、医药

科学、地球科学等，受到诸多物理学家、化学家、工程

师、科学家等的关注［１⁃４］ ． 在数学上易处理的齐次分

裂核有 Ｋ（ｘ，ｙ） ＝ κ０，Ｋ（ｘ，ｙ） ＝ κ１（ｘｍ ＋ ｙｍ），Ｋ（ｘ，

ｙ） ＝ κ２（ｘｙ） ｎ，Ｋ（ｘ，ｙ） ＝ κ３ ｜ ｘｐ － ｙｐ ｜ ，其中 ｍ、ｎ、ｐ

和 κｉ（ ｉ ＝ ０，１，２，３） 均是正常数，κｉ（ ｉ ＝ ０，１，２，３） 代

表动力学参数． 令 ｙ ＝ ｘｓ，由式（４） 可得

Ｋ（ｘ，ｙ － ｘ） ＝ ｘσＫ（１，ｓ － １），
Ｋ（ｙ，ｘ － ｙ） ＝ ｘσＫ（ ｓ，１ － ｓ），

∫１
０
Ｋ（ ｓ，１ － ｓ）ｄｓ ＝ ２∫１

０
ｓＫ（ ｓ，１ － ｓ）ｄｓ，

∫ｘ
０
Ｋ（ｙ，ｘ － ｙ）ｄｙ ＝ ｘσ＋１∫１

０
Ｋ（ ｓ，１ － ｓ）ｄｓ，

∫∞
ｘ
Ｋ（ｘ，ｙ － ｘ） ｆ（ｙ，ｔ）ｄｙ ＝ ｘσ＋１∫∞

１
Ｋ（１，ｓ － １）·

ｆ（ｘｓ，ｔ）ｄｓ． （５）
针对式（４）， 由式（２） 和式（５） 可得

ｖ（ｘ） ＝ ｘσ＋１∫１
０
Ｋ（ｓ，１ － ｓ）ｄｓ，ｂ（ｓｙ ｜ ｙ） ＝ ２ｙσＫ（ｓ，

１ － ｓ） ／ ｖ（ｙ），Ｄ（ｙ） ＝ ２． （６）
可验证方程（６） 满足式（３） ． 事实上，由式（５）

和式（６） 可得

∫ｙ
０
ｘｂ（ｘ ｜ ｙ）ｄｘ ＝ ２ｙ∫１

０
ｓＫ（ ｓ，１ － ｓ）ｄｓ ／ ∫１

０
Ｋ（ ｓ，１ －

ｓ）ｄｓ ＝ ｙ，Ｄ（ｙ） ＝ ∫ｙ
０
ｂ（ｘ ｜ ｙ）ｄｘ ＝ ２ｙσ＋１∫１

０
Ｋ（ ｓ，１ －

ｓ）ｄｓ ／ ｖ（ｙ） ＝ ２．
因此，将式（４） 代入方程（１） 可得

∂ｆ（ｘ，ｔ） ／ ∂ｔ ＝ ２ｘσ＋１∫∞
１
Ｋ（１，ｓ － １）ｆ（ｘｓ，ｔ）ｄｓ － ｘσ＋１·

ｆ（ｘ，ｔ）∫１
０
Ｋ（ ｓ，１ － ｓ）ｄｓ． （７）

方程（７） 的初值和边值条件分别是

ｆ（ｘ，０） ＝ ｆ（ｘ，ｔ） ｔ ＝ ０， ｆ（０，ｔ） ＝ ｆ（ｘ，ｔ） ｘ ＝ ０，
ｆ（∞ ，ｔ） ＝ ０． （８）
ｆ（ｘ，０） ＝ ０ 表示在最初微粒系统中没有微滴存在．
ｆ（∞ ，０） ＝ ０ 描述尺寸足够大的微滴的密度分布趋

于 ０．

２　 相似分析

在文献［９⁃１８］ 的基础上， 用尺度变换群法研究

方程（７） 的不变量、自相似解、自相似性的可行性．
假设方程（７） 接受单参数为 ａ 的尺度变换群

ｘ ＝ ｘａλ１，ｔ ＝ ｔａλ２， ｆ ＝ ｆａμ， （９）
其中 λ１、λ２ 和 μ 是常数，则对于方程（７） 的任一解

ｆ ＝ ｆ（ｘ，ｔ），需满足

ｆ（ｘ，ｔ） ＝ ａμ ｆ（ｘａ －λ１，ｔａ －λ２），Ｆ（ｘ，ｔ， ｆ） ＝ Ｆ（ｘ，ｔ， ｆ），

Ｆ（ｘ，ｔ， ｆ） ＝ ∂ｆ（ｘ，ｔ） ／ ∂ｔ － ２ｘσ＋１∫∞
１
Ｋ（１，ｓ － １） ｆ（ｘｓ，

ｔ）ｄｓ ＋ ｘσ＋１ ｆ（ｘ，ｔ）∫１
０
Ｋ（ ｓ，１ － ｓ）ｄｓ．

考虑方程（７） 接受式（９） 的假设，式（９） 将方程

（７） 的任一解 ｆ ＝ ｆ（ｘ，ｔ） 变成如下方程的解：

∂ｆ（ｘ，ｔ） ／ ∂ｔ ＝ ２ｘσ＋１∫∞
１
Ｋ（１，ｓ － １） ｆ（ｘｓ，ｔ）ｄｓ －

ｘσ＋１ ｆ（ｘ，ｔ）∫１
０
Ｋ（ ｓ，１ － ｓ）ｄｓ． （１０）

把 ｆ（ｘ，ｔ） ＝ ａμ ｆ（ｘａ －λ１，ｔａ －λ２） 及式（９） 代入式（１０），
得到

ａμ－λ２∂ｆ（ｘ，ｔ） ／ ∂ｔ ＝ ａμ＋（σ＋１）λ１ ２ｘσ＋１∫∞
１
Ｋ( （１，ｓ －

１） ｆ（ｘｓ，ｔ）ｄｓ － ｘσ＋１ ｆ（ｘ，ｔ）∫１
０
Ｋ（ ｓ，１ － ｓ）ｄｓ )． （１１）

因为 ｆ ＝ ｆ（ｘ，ｔ） 是方程（７） 的任一解， 所以由式

（１１） 可推出

λ２ ＝ － （σ ＋ １）λ１ ． （１２）
用量纲分析和尺度变换群法研究方程（７），且

因变量个数 ｍ ＝ １，自变量个数 ｎ ＝ ２，尺度变换群

（９） 的群参数 ｒ ＝ １． 于是 ｍ ＋ ｎ － ｒ ＝ ２，因此存在 ２
个相似不变量

Ｊ１（ｘ，ｔ， ｆ） ＝ ｘω１１ｔω２１ｆ ω３１，Ｊ２（ｘ，ｔ， ｆ） ＝ ｘω１２ｔω２２ｆ ω３２， （１３）
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其中ω１ｉ、ω２ｉ、ω３ｉ（ ｉ ＝ １，２） 为常数． 若要式（１３） 在式

（９） 的作用下保持不变，则有

Ｊ１（ｘ，ｔ， ｆ） ＝ Ｊ１（ｘ，ｔ， ｆ），Ｊ２（ｘ，ｔ， ｆ） ＝ Ｊ２（ｘ，ｔ，ｆ） ．
依据式（９） 和式（１３） 得到

λ１ω１１ ＋ λ２ω２１ ＋ μω３１ ＝ ０，λ１ω１２ ＋ λ２ω２２ ＋
μω３２ ＝ ０． （１４）
把式（１２） 代入方程（１４），得到

λ１ω１１ － （σ ＋ １）λ１ω２１ ＋ μω３１ ＝ ０，
λ１ω１２ － （σ ＋ １）λ１ω２２ ＋ μω３２ ＝ ０． （１５）

３　 相似解

类似于式（９），可验证方程（７） 接受平移变换群

Ｔτ０：ｘ ＝ ｘ，ｔ ＝ ｔ ＋ τ０， ｆ ＝ ｆ，
其中 τ０ 是群参数． 若 λ１ ＝ ０，则方程（１５） 退化成

ω１ｉ，ω２ｉ ∈ Ｒ，ω３ｉ ＝ ０（ ｉ ＝ １，２） ．
因此，得到

（ω１１，ω２１，ω３１） Ｔ ＝ （１，０，０） Ｔ，（ω１２，ω２２，ω３２） Ｔ ＝ （０，
１，０） Ｔ ． （１６）
把解（１６） 代入式（１３），得到

Ｊ１（ｘ，ｔ， ｆ） ＝ ｘ，Ｊ２ ＝ （ｘ，ｔ， ｆ） ＝ ｔ．
因此，对于此情形， 借助于 Ｔτ０，方程（７） 的相似解可

写成

ｆ（ｘ，ｔ） ＝ ｅα（ ｔ ＋τ）φ（ｘ），α ∈ Ｒ， （１７）
其中解（１７） 满足式（８），φ（ｘ） 满足约化方程

αφ（ｘ） ＝ ２ｘ１＋σ∫∞
１
Ｋ（１，ｓ － １）φ（ｘｓ）ｄｓ － ｘ１＋σ·

φ（ｘ）∫１
０
Ｋ（ ｓ，１ － ｓ）ｄｓ． （１８）

若 λ１ ≠０，令 α ＝ μ ／ λ１，则 α∈Ｒ，方程（１５） 可写成

ω１１ － （σ ＋ １）ω２１ ＋ αω３１ ＝ ０，
ω１２ － （σ ＋ １）ω２２ ＋ αω３２ ＝ ０． （１９）

方程（１９） 的解为

（ω１１，ω２１，ω３１） Ｔ ＝ （σ ＋ １，１，０） Ｔ，
（ω１２，ω２２，ω３２） Ｔ ＝ （ － α，０，１） Ｔ ． （２０）

将解（２０） 代入式（１３），得到

Ｊ１（ｘ，ｔ， ｆ） ＝ ｘσ＋１ ｔ，Ｊ２（ｘ，ｔ， ｆ） ＝ ｘ －α ｆ．
因此，借助于 Ｔτ０，方程（７） 的相似解可写成

ｆ（ｘ，ｔ） ＝ ｘαφ（ ｚ），ｚ ＝ ｘσ＋１（ ｔ ＋ τ０）， （２１）
其中解（２１） 满足式（８），φ（ ｚ） 满足约化方程

φ′（ ｚ） ＝ ２∫∞
１
Ｋ（１，ｓ － １） ｓαφ（ ｚｓσ＋１）ｄｓ － φ（ ｚ）·

∫１
０
Ｋ（ ｓ，１ － ｓ）ｄｓ． （２２）

３． １　 情形 Ｋ（ｘ，ｙ） ＝ κ０

针对Ｋ（ｘ，ｙ） ＝ κ０，用性质（４） 得到σ ＝ ０． 由式

（１７） 和式（１８） 得方程（７） 的相似解为

ｆ（ｘ，ｔ） ＝ ｅα（ ｔ ＋τ０）φ（ｘ），
其中 φ（ｘ） 满足约化方程

（κ０ｘ ＋ α）φ（ｘ） ＝ ２κ０ｘ∫∞
１
φ（ｘｓ）ｄｓ． （２３）

类似地，由式（２１） 和式（２２） 知，方程（７） 的相

似解可写成

ｆ（ｘ，ｔ） ＝ ｘαφ（ ｚ），ｚ ＝ ｘ（ ｔ ＋ τ０），
其中 φ（ ｚ） 满足约化方程

φ′（ ｚ） ＋ κ０φ（ ｚ） ＝ ２κ０∫∞
１
ｓαφ（ ｚｓ）ｄｓ．

３． ２　 情形 Ｋ（ｘ，ｙ） ＝ κ１（ｘｍ ＋ ｙｍ）
鉴于 Ｋ（ｘ，ｙ） ＝ κ１（ｘｍ ＋ ｙｍ），由性质（４） 可得

σ ＝ ｍ． 由式（１７） 和式（１８） 知，方程（７） 的相似解

可写成

ｆ（ｘ，ｔ） ＝ ｅα（ ｔ ＋τ０）φ（ｘ），
其中 φ（ｘ） 满足约化方程

（α ＋ ２κ１ｘ１＋ｍ ／ （１ ＋ ｍ））φ（ｘ） ＝ ２κ１ｘ１＋ｍ∫∞
１

（１ ＋

（ ｓ － １）ｍ）φ（ｘｓ）ｄｓ．
类似地，由式（２１） 和式（２２） 知，方程（７） 的相

似解可写成

ｆ（ｘ，ｔ） ＝ ｘαφ（ ｚ），ｚ ＝ ｘｍ＋１（ ｔ ＋ τ０），
其中 φ（ ｚ） 满足约化方程

φ′（ ｚ） ＋ ２κ１φ（ ｚ） ／ （１ ＋ ｍ） ＝ ２κ１∫∞
１

（１ ＋ （ ｓ －

１）ｍ－１） ｓαφ（ ｚｓｍ＋１）ｄｓ．
３． ３　 情形 Ｋ（ｘ，ｙ） ＝ κ２（ｘｙ） ｎ

针对 Ｋ（ｘ，ｙ） ＝ κ２（ｘｙ） ｎ，由性质（４） 可得 σ ＝
２ｎ． 由式（１７） 和式（１８） 知，方程（７） 的相似解为

ｆ（ｘ，ｔ） ＝ ｅα（ ｔ ＋τ０）φ（ｘ），
其中 φ（ｘ） 满足约化方程

αφ（ｘ） ＝ ２κ２ｘ１＋２ｎ∫∞
１
（ｓ － １）ｎφ（ｘｓ）ｄｓ － κ２ｘ１＋２ｎ·

φ（ｘ）∫１
０
ｓｎ（１ － ｓ） ｎｄｓ．

类似地，由式（２１） 和式（２２） 知，方程（７） 的相

似解可写成

ｆ（ｘ，ｔ） ＝ ｘαφ（ ｚ），ｚ ＝ ｘ２ｎ＋１（ ｔ ＋ τ０），
其中 φ（ ｚ） 满足约化方程

φ′（ｚ） ＝ ２κ２∫∞
１
（ｓ － １）ｎｓαφ（ｚｓ２ｎ＋１）ｄｓ － κ２φ（ｚ）·
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∫１
０
ｓｎ（１ － ｓ） ｎｄｓ．

３． ４　 情形 Ｋ（ｘ，ｙ） ＝ κ３ ｜ ｘｐ － ｙｐ ｜
对于 Ｋ（ｘ，ｙ） ＝ κ３ ｜ ｘｐ － ｙｐ ｜ ，由性质（４） 可得

σ ＝ ｐ． 由式（１７） 和式（１８） 知，方程（７） 的相似解可

写成

ｆ（ｘ，ｔ） ＝ ｅα（ ｔ ＋τ０）φ（ｘ），
其中 φ（ｘ） 满足约化方程

αφ（ｘ） ＝ ２κ３ｘ１＋ｐ∫∞
１
｜ １ － （ ｓ － １） ｐ ｜ φ（ｘｓ）ｄｓ －

κ３ｘ１＋ｐφ（ｘ）∫１
０
｜ ｓｐ － （１ － ｓ） ｐ ｜ ｄｓ．

类似地，由式（２１） 和式（２２） 知，方程（７） 的相

似解可写成

ｆ（ｘ，ｔ） ＝ ｘαφ（ ｚ），ｚ ＝ ｘｐ＋１（ ｔ ＋ τ０），
其中 φ（ ｚ） 满足约化方程

φ′（ ｚ） ＝ ２κ３∫∞
１
｜ １ － （ ｓ － １） ｐ ｜ ｓαφ（ ｚｓｐ＋１）ｄｓ －

κ３φ（ ｚ）∫１
０
｜ ｓｐ － （１ － ｓ） ｐ ｜ ｄｓ．

４　 精确解及动力学性态

方程（７） 的精确解对理解微粒系统的动力学性

态、理论和实际应用都是有价值和意义的． 采用尺度

变换群法能否获得方程（７） 的精确解，归结为对约

化方程的精确解的研究问题． 针对 Ｋ（ｘ，ｙ） ＝ κ０，方
程（７） 可具体写成

　 ∂ｆ（ｘ，ｔ） ／ ∂ｔ ＝ ２κ０∫∞
ｘ
ｆ（ ｓ，ｔ）ｄｓ － κ０ｘｆ（ｘ，ｔ） ． （２４）

用观察试探函数法［１１⁃１８］，可验证 φ（ｘ） ＝ （κ０ｘ ＋
α） －３ 是方程（２３） 的解，因此，方程（２４） 的精确解为

ｆ（ｘ，ｔ） ＝ （κ０ｘ ＋ α） －３ｅα（ ｔ ＋τ０） ． （２５）
假设 ｆ ＝ ｆ（ｘ，ｔ） 是方程（２４） 的解，且满足式

（８），则 ０ 阶矩 Ｍ０（ ｔ） 和 １ 阶矩 Ｍ１（ ｔ） 分别为

Ｍ０（ ｔ） ＝ ∫∞
０
ｆ（ｘ，ｔ）ｄｘ，Ｍ１（ ｔ） ＝ ∫∞

０
ｘｆ（ｘ，ｔ）ｄｘ，

其中 Ｍ０（ ｔ） 表示在微粒系统中微滴的总数量，
Ｍ１（ ｔ） 表示在微粒系统中微滴的总质量． 若微滴在

分裂过程中总保持质量守恒，则Ｍ１（ ｔ） 是时间 ｔ的不

变量，即满足 ｄＭ１ ／ ｄｔ ＝ ０． 方程（２４） 两边关于变量 ｘ
从 ０ 到 ∞ 同时积分，得到

ｄ
ｄｔ∫

∞

０
ｆ（ｘ，ｔ）ｄｘ ＝ ２κ０∫∞

０
∫∞
ｘ
ｆ（ ｓ，ｔ）ｄｓｄｘ －

κ０∫∞
０
ｘｆ（ｘ，ｔ）ｄｘ． （２６）

采用 Ｍ０（ ｔ） 和 Ｍ１（ ｔ） 及式（２６），可得

ｄＭ０ ／ ｄｔ ＝ κ０Ｍ１ ． （２７）
解（２５） 是方程（２４） 的真实解，将它满足的动

力学性态逐一进行分析． 当 ｘ→∞ 时，ｆ（ｘ，ｔ） →０，这
表明微滴的密度函数满足性质：当微滴尺寸足够大

时，微滴的密度函数值趋于 ０． 若参数 α ＞ ０，则当

ｔ →∞ 时，可推出 ｆ（ｘ，ｔ） → ∞，这表明解是不稳定

的；若参数α ＜ ０，则当 ｔ→∞ 时，可推出 ｆ（ｘ，ｔ） →０，
这表明解是稳定的；若参数 α ＝ ０，则微滴的密度函

数 ｆ（ｘ，ｔ） 是时间 ｔ的不变量，满足 ∂ｆ（ｘ，ｔ） ／ ∂ｔ ＝ ０，这
表明微滴因分裂而出生与微滴因分裂而死亡保持平

衡． 解（２５） 对应的初值和边值条件分别为

ｆ（ｘ，０） ＝ （κ０ｘ ＋ α） －３ｅατ０， ｆ（０，ｔ） ＝ α－３ｅα（ｔ＋τ０），
ｆ（∞ ，ｔ） ＝ ０．

假设 Ｌ、Ｔ 为正常数，在闭矩形区域［０，Ｌ］ × ［０，
Ｔ］ 上，对应的初值和边值条件分别是

ｆ（ｘ，０） ＝ （κ０ｘ ＋ α） －３ｅατ０， ｆ（０，ｔ） ＝ α－３ｅα（ｔ＋τ０），
ｆ（Ｌ，ｔ） ＝ （κ０Ｌ ＋ α） －３ｅα（ ｔ ＋τ０） ．
考虑解（２５），Ｍ０（ ｔ） 和 Ｍ１（ ｔ） 及其相应的变化率分

别为

Ｍ０（ ｔ） ＝ ∫∞
０
ｆ（ｘ，ｔ）ｄｘ ＝ ｅα（ ｔ ＋τ０） ／ （２κ０α２），

ｄＭ０ ／ ｄｔ ＝ ｅα（ ｔ ＋τ０） ／ （２κ０α），

Ｍ１（ ｔ） ＝ ∫∞
０
ｘｆ（ｘ，ｔ）ｄｘ ＝ ｅα（ ｔ ＋τ０） ／ （２κ２

０α），

ｄＭ１ ／ ｄｔ ＝ ｅα（ ｔ ＋τ０） ／ （２κ２
０） ．

Ｍ０（ ｔ） 和 Ｍ１（ ｔ） 及其变化率的计算结果表明：
解（２５） 满足Ｍ０（ ｔ） 的变化率与Ｍ１（ ｔ） 的性质（２７） ．
若参数 α ＞ ０，则变化率 ｄＭ０ ／ ｄｔ ＞ ０，这表明在微粒

系统中随着微滴分裂的不断演化，微滴的总数量不

断增加，出生的比死亡的更多；若参数α ＜ ０，则变化

率 ｄＭ０ ／ ｄｔ ＜ ０，这表明在微粒系统中随着微滴分裂

的不断演化，微滴的总数量不断减少，死亡的比出生

的更多． 变化率 ｄＭ１ ／ ｄｔ ＞ ０ 表明在微粒系统中随着

微滴分裂的不断演化，微滴的总质量不守恒，且是非

单调递减的．本文分别选取参数 α ＝ ０．６ 和 α ＝ － １．５，
τ０ ＝ ０，动力学参数 κ０ ＝ ０． ８ 和 κ０ ＝ ３． １，微滴分裂

演化的动力学性态和微滴的密度函数式（２５） 在矩

形区域［０，２］ × ［０，０． ８］ 上的图像分别如图１（ａ） 和

（ｂ） 所示．
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　 （ａ）κ０ ＝ ０． ８，α ＝ ０． ６，τ０ ＝ ０　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （ｂ）κ０ ＝ ３． １，α ＝ － １． ５，τ０ ＝ ０

图 １　 微滴尺寸分布分裂演化行为函数式（２５）的图像

５　 结束语

用尺度变换群法研究方程（７）的相似分析，不
仅是有效的，而且构造了相似不变量、约化方程、精
确解，分析了精确解的动力学性态及特征． 如何构造

解析求解的方法探寻约化方程的精确解，并且给出

原方程的精确解及动力学性态分析，这些都值得在

今后的研究工作中不断创新．
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