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从稳定性角度看细菌群落的噪声特性

裴启明，周祎凡，蒋 龙
( 长江大学物理与光电工程学院，湖北 荆州 434023)

摘要:在细菌群落中，正常细胞可以转化为持留细胞，从而增加反复感染的风险．在定量生物学中，将细胞
个数的相对涨落称为噪声．为了既维持细胞平衡态的稳定性又避免感染反复，该文基于稳定性因子研究
了在细菌群落中细胞的噪声特性．研究结果表明: 当稳定性因子达到某阈值时，这 2种细胞的噪声相互交
换并迅速超越强关联区，使得持留细胞的噪声远大于正常细胞的噪声，导致持留细胞几乎完全被正常细

胞消除，感染被治愈; 稳定性因子的值越大，这 2种细胞的平衡态越稳定，每个细胞相对越独立，感染越容
易被治愈．该结果可为临床上治疗反复感染提供理论解决方案．
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0 引言

在现代医学中，抗生素的引入为许多疾病提供

了良好的治疗，尤其是由细菌引起的严重感染，从而

挽救了无数人的生命．然而，抗生素的广泛使用和滥
用导致其耐药性逐渐增强，而发现的新抗生素却越

来越少，这给全球健康带来了危机［1］．
持久性被认为是抗生素耐药性的根本原因［2］，

它是一种与异质细菌种群相关的可逆表型转换［3］，

可以引起抗生素敏感性的非遗传编码和可逆损

失［4］．目前，消除持久性已成为控制抗生素耐药性的
一种新方法．
术语“持久性”由 J．W． Bigger［5］于 1944年提出．

他将金黄色葡萄球菌的遗传同质菌株长时间暴露于

杀菌浓度的青霉素中，发现一小部分细菌能逃脱抗

生素的杀伤而存活下来，但其后代仍对抗生素敏感，

这就是细胞的“持久性”，这一小部分细菌被称为
“持留细胞”( persistent cells，简写为 PCs) ．PCs 只是
暂时对抗生素有抗药性，一旦抗生素压力下降，它们

就会 恢 复 为 正 常 细 胞 ( normal cells，简 写 为

NCs) ［6-7］．PCs不是遗传变异，而是表型转换［8-9］．为
了响应环境触发因素( 如资源紧缺或抗生素) 的存

在，NCs 和 PCs 可以相互转化［5］，从而形成双向表
型转换级联．
目前，已在人类病原体( 如金黄色葡萄球菌、结

核分枝杆菌和铜绿假单胞菌) 、真核微生物( 如白色
念珠菌和酿酒酵母) 甚至肿瘤细胞群中发现了

PCs［10］，由于 PCs可以在抗生素消失后重新启动细
胞分裂［11］，因此它们极大地增加了慢性感染的难治

性［7］，它们在临床上的相关性已在实验中得到了验

证［12］．因此，消除 PCs 的策略会改善感染治疗的
结果［13］．
一方面，在定量生物学中，在生物分子水平上的

随机波动被称为“噪声”或“涨落”［14-16］．在细菌群落
中，NCs 和 PCs 除了相互转化外，还可以自我增殖、
程序性死亡．这些反应均随机发生，从而产生内噪
声．微环境的变化将产生外部噪声．由此可见，噪声
无处不在．统计物理理论表明，噪声与近独立粒子的
个数呈反比．因此，通过 NCs和 PCs的噪声特性也可
以反映细胞个数的变化．
另一方面，稳定性是非线性系统的一个基本问
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题．对于物理过程的数学模型，只有其稳定解才对应
于自然界中可观测到的实际运动［17］．稳定性分析是
研究非线性系统动态行为的关键步骤，如在病毒模

型［18-19］、细胞神经网络［20］以及种群竞争模型［21-22］

中，通过稳定性分析可以给出各种动力学行为的参

数范围，从而为病毒传播的控制和疾病的临床治疗

提供建议和方案［23］．
在细菌群落中，如何不破坏细胞平衡态的稳定

性能消除 PCs呢? 为了解决这个问题，本文从稳定
性角度对在细菌群落中细胞的噪声特性进行了研

究．在随机动力学中，Gillespie 算法能够解释在实际
生化反应中的噪声及其相关性［24］．因此，本文理论
公式的模拟数据均与 Gillespie算法的模拟结果进行
了比较，以验证理论的正确性．

1 在细菌群落中的双向表型转换级联

1．1 模型

在细菌群落中的双向表型转换级联［25］如图 1
所示．PCs和 NCs都可以自我增殖，单位时间的增殖
率分别为 ai( i = 1，2，以下相同，不再重复) ．由于营
养物质的限制，ai 会受到环境承载力的影响．另外，
为了获得更多的资源，不同细胞间存在剥削竞争，使

得一种细胞最大限度地将资源占为己有，从而耗尽

另一种细胞的可用资源．因此，实际的自我增殖率为
a1 = k1( 1 － ( N1 + N2 ) /N0 ) ，a2 = k2( 1 － ( N1 +
N2 ) /N0 ) ，其中 ki 分别为 NCs和 PCs的最大自我增
殖率，Ni 为细胞个数，N0 为环境可承载的最大细胞

数．PCs和 NCs可以相互转换，单位时间的转化率分
别为 r12、r21 ．其中 PCs仅为一小部分，这表明转化率
相对较小，r12、r21可取为常数．PCs和 NCs都会死亡，
单位时间的死亡率分别为 b1、b2 ．通常，这 2个死亡率
bi 也被视为常数．

注: 正常细胞( NCs) 和持留细胞( PCs) 可以自我增殖、死亡
和相互转化，相应的概率分别为 ai、bi、rij( i，j = 1，2; i≠ j) ．
图 1 在细菌群落中的双向表型转换级联

根据质量定律，这 2 种细胞的个数随时间的演
化方程为

dN1 /dt = a1N1 － b1N1 － r12N1 + r21N2， ( 1)
dN2 /dt = a2N2 － b2N2 － r21N2 + r12N1， ( 2)

令 dNi /dt = 0，得到平衡细胞数 Ns
i 分别为

Ns
1 = ( ρs2 + r12 ) N0 / ( k2ρ( 1 + ρ) ) ，

Ns
2 = ( ρs2 + r12 ) N0 / ( k2( 1 + ρ) ) ， ( 3)

其中 ρ = ( k1s2 － k2s1 + ( ( k1s2 － k2s1)
2 + 4k1k2r12r21)

1/2) /
( 2k2r21 ) ; s1 = k1 － b1 － r12，s2 = k2 － b2 － r21，它们分
别为 NCs和 PCs的净固有增殖率．

1．2 对数增益

对于第 i种细胞，其纯增长率 J+
i 和纯消除率 J－

i

可分别表示为 J+
i = ai +∑

j≠i
rjiNj，J

－
i = bi +∑

j≠i
rijNi ．为

了定量描述第 k种细胞( Nk ) 对第 i种细胞的产生和
消除之间平衡的影响，引入对数增益［26］，其公式为

Hki = 〈∂ln( J－
i / J

+
i ) /∂ln Nk〉 = 〈Nk∂( J

－
i －

J +
i ) / ( J

+
i ∂Nk ) 〉， ( 4)

这里尖括号“〈〉”表示平均值．在平均场理论中，细
胞的平均个数可用其平衡态下的值来代替，即

〈Ni〉= Ns
i ．

将式( 4) 与式( 1) 、式( 2) 相结合，可以得到级
联中的 4个对数增益分别为

H11 = ( k1〈N1〉/N0 + ρr21 ) / ( a1 + ρr21 ) ，
H21 = ρ( k1〈N1〉/N0 － r21 ) / ( a1 + ρr21 ) ，
H12 = ( k2〈N2〉/N0 － r12 ) / ( ρa2 + r12 ) ，
H22 = ( r12 + ρk2〈N2〉/N0 ) / ( ρa2 + r12 ) ． ( 5)

1．3 平均寿命

平均寿命 τ i 由细胞的平均个数〈Ni〉除以其平

均消除率〈J－
i 〉来定义．在平衡态下，〈J

－
i 〉= 〈J+

i 〉=

〈Ji〉，则 τ i =〈Ni /J
－
i 〉=〈Ni /J

+
i 〉=〈Ni /Ji〉．因此，

NCs、PCs的平均寿命 τ 1、τ 2 分别为

τ 1 = ( b1 + r12 )
－1，τ 2 = ( b2 + r21 )

－1 ． ( 6)

1．4 Langevin方程

将瞬时细胞个数 Ni( t) 与在平衡态下的个数 Ns
i

之间的偏差记为 xi，即 xi = Ni( t) － Ns
i，满足 Langevin

方程［27-28］:

dxi /dt = －
xi

τ i
∑

2

j = 1
Hji + ξ i( t) ≡－ xiH i /τ i +

ξ i( t) ，i = 1，2， ( 7)

其中 ξ i( t) 是高斯白噪声;H i≡∑
2

j = 1
Hji表示对第 i种

细胞的总调控强度，反映在级联中所有细胞( 包括

其自身) 对第 i种细胞的影响．
求解式( 7) ，可得

xi = exp( － H i t /τ i ) ．
由此可见，xi 随 t呈指数变化．由于 τ i ＞ 0，所以
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平衡态的稳定性由H i 唯一决定．当H i ＞ 0时，第 i
种细胞的平衡态是稳定的，否则不稳定．从这个意义
上来说，H i 也可以理解为细胞平衡态的稳定因子，

可被用来判断细胞受到干扰后能否恢复到平衡态．
根据式( 7) 中稳定性因子H i 的定义，易得
H1 = H11 + H21，H2 = H12 + H22 ． ( 8)
由于 NCs和 PCs可以相互转化，一种细胞必定

受到另一种细胞的影响，因此，一种细胞的稳定性因

子不仅与自身有关，还与另一种细胞有关．如 H11 和
H21共同确定NCs平衡态的稳定性，H22和H12共同确

定 PCs平衡态的稳定性，正如式( 8) 所示．若H i ＞
0，则NCs和 PCs均处于稳定平衡态，否则，它们处于
不稳定平衡态．即一旦 NCs或 PCs受到干扰，它们就
将远离平衡态．

2 噪声公式

在随机动力学中，主方程可以给出每个生化反

应的联合概率分布．然而，在大多数情况下，主方程
不能精确求解．为了解决该问题，通常将主方程进行
Ω展开［27］，得到 Fokker-Planck方程．而在平衡态下，
Fokker-Planck方程的系数满足涨落-耗散关系［26］

MV + ( MV) T + D = 0， ( 9)
其中 V是协方差矩阵，其对角元 Vii 为方差，代表第 i
种细胞中的噪声; 非对角元 Vik( k≠ i) 为协方差，表
示第 i种细胞的噪声与第 k 种细胞的噪声之间的关
联程度;M是漂移矩阵，矩阵元 Mik( i，k = 1，2) 满足

Mik = － Hki /τ i ; ( 10)
D是扩散矩阵，由式( 1) ～ ( 2) 可得

Dii = 2⌊ai〈Ni〉+∑
j≠i

rji〈Nj〉」/〈Ni〉
2，

Dik = － ( rik /〈Nk〉+ rki /〈Ni〉) ( k≠ i) ． ( 11)
将式( 10) 和( 11) 代入式( 9) ，整理得

Vii =

纯内噪声

1
Hii〈Ni〉

} +

附加内噪声

Λ
Hji

Hii
·

Hij

τ j
·

1
Hii〈Ni〉

       

             

第 i种细胞的内噪声

+

Λ
Hji

Hii
·

Hji

τ i
·

1
Hjj〈Nj〉       

来自第 j种细胞的传输噪声

+ Λ
Hji

Hii
·

rij
〈Nj〉

+
rji
〈Ni〉( )

         

2种细胞间的转换噪声

( i，j = 1，2; j≠ i) ，
( 12)

Vij=
－ Λ

Hij

τ j
·

1
Hii〈Ni〉( )

       

来自第 i种细胞的附加内噪声

+ － Λ
Hji

τ i
·

1
Hjj〈Nj〉( )

       

来自第 j种细胞的附加内噪声

+

( － Λ( rij /〈Nj〉+ rji /〈Ni〉) )           

来自 2种细胞间的转换噪声

( i，j = 1，2，j≠ i) ．
( 13)

其中 Λ －1 = ( 1 － ∏
i = 1，2，j≠i

Hij /Hjj )∑
i = 1，2

Hii /τ i ．由此可见

Λ取决于 4个对数增益，这表明它与每个细胞有关．
此外，除了式( 12) 中的第 1项外，式( 12) 和式( 13)
的其他各项均包含 Λ，这表明 NCs和 PCs之间的相
互转换提供了一个复杂的扰动环境，对它们的方差

和协方差产生全局的影响．
由式( 12) 可知，任一细胞的噪声可分解为 3 部

分: 内噪声、来自另一种细胞的传输噪声以及 2种细
胞之间的转换噪声．不同于基因表达中的内噪声，
NCs和 PCs的内噪声不仅有纯内噪声，还有附加内
噪声．纯内噪声与细胞的平均数成反比，这与公认的
结论一致．附加内噪声由扰动环境产生，反映了 NCs
和 PCs之间相互转化产生的间接影响．第 j种细胞的
内噪声可以通过级联进行传播，产生第 i 种细胞的
传输噪声．转换噪声取决于 2 个转换率，反映了 NCs
和 PCs之间相互转化的直接影响．
由式( 13) 可知，每个细胞的附加内噪声和 2 个

细胞之间的转换噪声是协方差的来源．

3 模拟和结果

由式( 3) 可知，平衡细胞数取决于在级联中每
个生化反应发生的概率．通常，死亡率 bi 和转化率 rij
为常数，PCs 的最大自我增殖率 k2 变化也不大．因
此，选择参数 k1为控制变量．为了确保本文中所有参
数的生物学意义，取 0．01≤ k1≤ 0．25．其他参数值分
别为 k2 = 0．121、b1 = b2 = 0．02、r12 = r21 = 0．001、N0 =

1 000［28］，所有参数均为无量纲．

3．1 稳定性因子的特征

联合式( 5) 和式( 8) ，可得稳定性因子 H i 随

NCs的最大自我增殖率 k1 的变化曲线( 见图 2) ( 其
他参数值见正文，所有参数均为无量纲，以下各图的

参数相同，不再重复) ．由此可见，H i ＞ 0．因此，NCs
和 PCs的平衡态是稳定的，这意味着即使 NCs 或
PCs受到 ξ 1( t) 或 ξ 2( t) 的干扰而瞬时偏离平衡态，
它们也会通过自我调控而恢复到平衡态．另外，随着
k1 的增加，H1 近似线性增加;H2 尽管变化不大，但

也略有增加．因此，H i 越大，NCs和 PCs的平衡态越
难以被破坏．
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3．2 稳定性因子对平衡细胞数的影响

式( 3) 给出NCs和 PCs的平衡细胞数 Ns
i( i = 1，

2) ．虽然式( 3) 不显含稳定性因子 H i，但根据其定

义，可以通过数值模拟得到它们之间的关系( 见图 3
中的实线) ．其中，离散的空心符号是 Gillespie 算
法［24］ 的模拟结果．显然，这 2种模拟结果是一致的．
在图3( a) 中，随着H1的增加，NCs的平衡数曲

线呈“S”形，而 PCs 的平衡数曲线呈反“S”形．在
图 3( b) 中，随 H2 的增加，NCs 的平衡数曲线单调
上升，而 PCs 的平衡数曲线单调下降．比较图 3( a)
和图 3( b) 可发现: 尽管最初 PCs的平衡数较大，但
随着H i的增加，这2种细胞的平衡数会发生交换

( 数值略有不同) ．最终，NCs 的平衡数较大，而 PCs
的平衡数相对较小．

图 2 稳定性因子Hi( i = 1，2) 随 NCs的最大自我增殖率
k1 的变化图

注: 实线是式( 3) 的理论预测，离散的空心符号是 Gillespie算法的模拟结果，虚线和点划线是辅助线．

图 3 平衡细胞数 Ns
i( i = 1，2) 随稳定性因子Hi 的变化图

3．3 稳定性因子对协方差的影响
联立式( 5) ～ ( 6) 和式( 13) 可得协方差 V12( =

V21 ) 随稳定性因子H i的变化关系图( 见图4中的实

线) ．其中，离散的空心符号是 Gillespie算法［24］的模
拟结果．可见，这 2种模拟结果吻合较好．

注: 实线是式( 13) 的理论预测，离散的空心符号是 Gillespie算法［24］ 的模拟结果，点划线是辅助线．
图 4 协方差 V12( = V21 ) 随稳定性因子Hi 的变化图

由图 4可知，对于任意H i，总有 V12 ＜ 0．因此，
NCs的噪声与 PCs的噪声负相关．这是因为在细菌
群落中资源是有限的．为了获得足够的营养，这 2 种
细胞之间发生剥削竞争．一种细胞将尽可能耗尽另
一种细胞的可用资源，导致另一种细胞的数量减少，

而自身的数量大大增加．
在图 4( a) 中，V12 随 H1 的变化曲线为较对称

的、开口向上的抛物线．当H1 = 4．81( 虚线所示) 时，
V12 的绝对值最大，这表明 2个噪声之间的关联程度

在整个参数范围内最强，细胞间的相互作用最大．在
图 4( b) 中，V12随H2的变化曲线也是开口向上的抛
物线，但几乎不对称．当H2 = 4．81( 虚线所示) 时，V12

的绝对值也最大，细胞间的相互作用也最大．
因此，H i值越大，细胞的平衡态越稳定，每个细

胞也相对越独立．
3．4 稳定性因子对噪声的影响
联立式( 5) ～ ( 6) 和式( 12) 可得方差Vii( i = 1，

2) 随稳定性因子H i 的变化关系图( 见图 5 中的实
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线) ．其中，离散的空心符号是 Gillespie算法［24］的模 拟结果，这 2个模拟结果也吻合得较好．

注: 实线是式( 12) 的理论预测，离散的空心符号是 Gillespie算法［24］ 的模拟结果，虚线和点划线为辅助线．
图 5 方差 Vii( i = 1，2) 随稳定性因子Hi 的变化图

在图 5( a) 中，随着H1 的增大，V11 曲线呈“Z”
字形，而 V22 曲线呈反“Z”字形．在 H1 = 4．81 附近
( 虚线所示) 时2个噪声相等．在图5( b) 中，随着H2

的增加，V11 单调下降，最后趋近于较小的常数，而
V22 单调增加，最后趋近于较大的常数． 同样，在
H2 =4．81附近( 虚线所示) 时 2个噪声相等．
比较图 5( a) 和图 5( b) 可发现: 随着 H i 的增

加，2个噪声会发生交换( 值略有不同) ，导致 PCs的
噪声 V22 最终远大于 NCs 的噪声 V11 ．当然，只有当
H i 的值达到某个阈值时，这种交换才会发生．一旦
交换发生，2 种噪声就将迅速超越强关联区( 接近
H i = 4．81) ，这 2种细胞将达到相对独立的平衡态．
联合图5与图3可知，当H i较大时，PCs的噪声

V22 远大于 NCs的噪声 V11 ，而 PCs的平衡数远小于
NCs的平衡数．这些均表明: PCs 完全被 NCs 消除
掉，感染即可被治愈．因此，H i 值越大，细胞的平衡
态越稳定，感染越容易被治愈．

4 结论

在细菌群落中，为了维持细胞平衡态的稳定性
并避免反复感染，本文从稳定性角度对 NCs 和 PCs
的噪声特性进行了研究．研究结果表明: 当稳定性因
子H i 达到一定阈值时，这 2 种细胞的噪声相互交
换并迅速超越强关联区，最终导致 PCs 的噪声远大
于 NCs的噪声．此时，PCs 几乎完全被 NCs 消除，从
而感染被治愈．而且，稳定性因子 H i 越大，NCs 和
PCs的平衡态越稳定，每种细胞相对越独立，感染越
容易被治愈．该结果可为临床上治疗反复感染提供
理论解决方案．
尽管笔者的一项工作［29］涉及在细菌群落中的

噪声传播，但忽略了细胞平衡态的稳定性．本文从稳
定性的角度研究噪声特性，从而得到了治愈反复感
染的一种可能方案．然而，这种细菌群落的转换级联
仅包含 2种细胞表型．若级联中有更多的细胞表型

( 如乳腺癌细胞系中的管腔细胞、基底细胞和干细
胞样细胞［30］) ，则不同细胞表型之间的相互作用会
产生更加复杂的波动环境，稳定性角度下的噪声特
性将会更为丰富，这将是我们未来的工作．
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The Noise Characteristics in Bacterial Communities from
the Perspective of Stability

PEI Qiming，ZHOU Yifan，JIANG Long
( School of Physics and Optoelectronic Engineering，Yangtze University，Jingzhou Hubei 434023，China)

Abstract: In bacterial communities，normal cells ( NCs) can transform into persistent cells ( PCs) ，thereby increas-
ing the risk of recurringinfections．In quantitative biology，the relative fluctuation in cell numbers is called noise．In
order to maintain the stability of cell equilibrium and avoid recurrent infections，the noise characteristics in bacterial
communities are studied based on the stability factor．When the stability factor reaches a certain threshold，the noises
of the two phenotypes exchange with each other and quickly exceed the strong correlation region，resulting in the
noise of PCs being much larger than that of NCs，so that PCs are almost completely eliminatedby NCs，and the infec-
tion is cured．The larger the value of the stability factor is，the more stable the equilibrium state of the two pheno-
types is，the more independent each phenotype is，and the easier the infection is to be cured．The results may provide
a theoretical solution for the clinical treatment of recurrent infections．
Key words: persistent cells; recurrent infection; stability factor; noise ( 责任编辑:冉小晓)
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