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摘要:通过引入有限级和无限级的广义型概念，该文讨论了 Laplace-Stieltjes变换在全平面上的增长性，得
到了由最大模、最大项所表示的广义型和由系数、指数所表示的广义型之间的等价关系，推广了已有的相
关结果．
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0 引言与预备知识

Laplace-Stieltjes( L-S) 变换［1］

F( s) = ∫
∞

0
e －sydα( y) ( s = σ + it) ， ( 1)

其中 α( y) 是在区间［0，X］( 0 ＜ X ＜ + ∞ ) 上的有
界变差函数，σ和 t是实数，实数序列{ λn} ，0 = λ0 ＜
λ1 ＜ … ＜ λn ＜ …，lim

n→∞
λn = + ∞，满足

lim sup
n→∞
( ln n) /λn = D ＜ + ∞，lim sup

n→∞
( λn+1 －

λn ) ＜ + ∞ ． ( 2)
文献［2］研究得到:若 L-S变换( 1) 满足条件
lim sup

n→∞
( ln A*

n ) /λn = － ∞， ( 3)

其中

A*
n = sup

λn ＜ x≤λn+1，－∞ ＜ t ＜ +∞ ∫
x

λn
e － itydα( y) ，

则 σF
u = － ∞，其中 σF

u 是 L-S变换( 1) 的一致收敛横
坐标．若σF

a 是 L-S变换( 1) 的收敛横坐标，则显然有
σF

a ≤ σF
u，因此若 L-S 变换( 1) 满足条件( 3) ，则有

σF
a = σF

u = －∞，从而L-S变换( 1) 在复平面上解析，
即 F( s) 是一个整函数．
类似于文献［2］，引入F( s) 的最大模Mu ( σ，F)

和最大项 μ( σ，F) 如下:

Mu ( σ，F) = sup
0 ＜ x ＜ +∞，－∞ ＜ t ＜ +∞ ∫

x

0
e － ( σ+it) dα( x) ，

μ( σ，F) = max
1≤n ＜ +∞

A*
n e

－λnσ ．

文献［2］还研究了最大模和最大项的关系，并
得到如下结果．
引理 1［2］ 若 L-S变换( 1) 满足条件( 2) 和条

件( 3) ，则∀ε ＞ 0，当 － σ充分大时，有
μ( σ，F) /2 ≤ Mu ( σ，F) ≤ μ( σ － D － ε，F) ．
为了研究L-S变换( 1) 所表示的整函数F( s) 的

增长性，类似于 Dirichlet级数，定义其级如下．
定义 1［3］ L-S变换( 1) 所表示的整函数 F( s)

的级定义为

ρ = lim sup
σ→－∞
( ln + ln + Mu ( σ，F) ) / ( － σ) ，

其中 ln + x = max{ ln x，0} ． 若 0 ≤ ρ ＜ + ∞，则称
F( s) 具有有限级;若 ρ = + ∞，则称 F( s) 具有无限级．
为了区分具有相同级 ρ( 0 ＜ ρ ＜ +∞ ) 的 L-S变

换的增长性，引入型的定义．
定义2［3］ 若 ρ∈ ( 0，+∞ ) ，则L-S变换( 1) 所

表示的整函数 F( s) 的型定义为
τ = lim sup

σ→－∞
( ln + Mu ( σ，F) ) /e

－σρ ．

关于 L-S变换的增长性的研究，目前已得到一
系列深刻的结果［3-15］，这些文献分别研究了在全平

面上解析的 L-S变换所表示整函数的零级、有限级、
无限级、型及其值分布．本文主要研究在全平面上解
析的 L-S变换所表示整函数的有限级及无限级的广
义型．
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1 有限级的广义型
本节主要研究具有有限级的 L-S变换的广义型．
定义 3 仿照文献［3］，对 L-S变换( 1) ，若 ρ∈

( 0，+ ∞ ) 由定义 1所定义，ρ( r) 是连续函数且满足
lim
r→+∞

ρ( r) = ρ，lim
r→+∞

ρ'( r) rln r = 0，则定义 τ1 如下:

τ1 = lim sup
σ→－∞
( ln + Mu ( σ，F) ) /U( e

－σ ) ，

其中称 U( r) = rρ( r) ( r ＞ 0) 为型函数，称 ρ( r) 为准
确级，τ1 是关于 U( r) 的型．
注 1 若定义 3中的 ρ( r) ≡ ρ，则型 τ1 ≡ τ，即

此时广义型 τ1 为定义 2 的普通型 τ．
引理2［7］ 令 t = U( r) ，r = W( t) ( r ＞ 0，t ＞ 0)

互为反函数，则有
( i) U( kr) = ( kρ + o( 1) ) U( r) ( r→+ ∞ ) ;
( ii) W( kt) = ( k1 /ρ + o( 1) ) W( t) ( t→+ ∞ ) ;
( iii) tW'( t) /W( t) = 1 / ( ρ + o( 1) ) ( t→+ ∞ ) ．
引理 3［3］ 若 τ'和 － σ是正数，则当 － σ充分

大时，函数 X( λ) = λ( ( ln τ'eρ) /ρ － ln W( λ) － σ)
有最大值
( 1 /ρ + o( 1) ) U( ( τ'ρ) 1 /ρe －σ ( 1 － o( 1) ) ) ．
引理 4［3］ 若 α和 λ是正数，则当 λ充分大时，

函数 φ( σ) = αU( e －σ ) + λσ有最小值
λ / ( ρ + o( 1) ) － λln( W( λ) / ( ρ1 /ρα1 /ρ + o( 1) ) ) ．
定理 1 若 L-S变换( 1) 所表示的整函数 F( s)

满足条件 ( 2) 和条件 ( 3) ，具有型 τ1，若记 M =
lim sup

n→∞
( Wρ ( λn ) A

* ρ /λn
n / ( eρ) ) ，则 M≤ τ1 ≤ eρDM．

证 先证 τ1≤ eρDM．若M = +∞，则显然成立．
若 0 ≤ M ＜ + ∞，则由

M = lim sup
n→∞
( Wρ ( λn ) A

* ρ /λn
n / ( eρ) )

知，∀ε ＞ 0，当 n 充分大时，有 Wρ( λn) A
* ρ /λn
n / ( eρ) ＜

M +ε，从而
ln A*

n e
－λnσ≤λn( ( ln( ( M + ε) eρ) ) /ρ － ln W( λn) － σ) ．
由引理 3 知，当 － σ充分大时，
ln Mu ( σ，F) ≤ ln μ( σ － D － ε，F) ≤ ( 1 /ρ +

o( 1) ) ρ( M + ε) ( 1 － o( 1) ) ρeρ( D+ε) U( e －σ ) ．
因此

τ1 = lim sup
σ→－∞
( ln + Mu ( σ，F) ) /U( e

－σ ) ≤ MeρD．

然后证明 M≤ τ1 ．若 τ1 = + ∞，则显然有 M≤
τ1 ． 若 τ1 ＜ + ∞，则由 τ1 = lim sup

σ→－∞
( ln + Mu ( σ，

F) ) /U( e－σ) 的定义知，∀ε ＞ 0，∃σ0 ＜ 0，∀σ ＜σ0，

有 ( ln + Mu ( σ，F) ) /U( e
－σ ) ≤ τ1 + ε，则 Mu ( σ，

F) ≤exp( ( τ1 + ε) U( e －σ ) ) ．
由引理 1知 μ( σ，F) ≤ 2Mu ( σ，F) ，故 ln A*

n ≤
ln 2 + ( τ1 + ε) U( e －σ ) + λnσ．由引理 4知 ln A*

n ≤
ln 2 + λn / ( ρ + o( 1) ) － λn ln( W( λn ) / ( ρ

1 /ρ ( τ1 +

ε) 1 /ρ + o( 1) ) ) ，则当 n 充分大时，Wρ( λn) A
* ρ /λn
n /

( eρ) ≤τ1 + ε，由 ε的任意性得到
M = lim sup

n→∞
Wρ ( λn ) A

* ρ /λn
n / ( eρ) ≤ τ1 ．

定理 2 若 L-S变换( 1) 所表示的整函数 F( s)
满足条件 ( 2) 和条件 ( 3) ，具有型 τ1 ． 若记 T =
lim sup

n→∞
λn / ( eρU( A

* －1 /λn
n ) ) ，则 M = T．

证 记P = lim sup
n→∞

Wρ( λn) A
* ρ /λn
n ，Q = lim sup

n→∞
λn /

U( A* －1 /λn
n ) ，则定理等价于要证 P = Q．
先证 Q≤ P．若 P = + ∞，则显然有 Q ≤ P． 若

0 ≤P ＜ + ∞，则由于 P = lim sup
n→∞

Wρ ( λn ) A
* ρ /λn
n ，所

以∀ε ＞ 0，当 n充分大时，有Wρ ( λn ) A
* ρ /λn
n ＜ P + ε，

从而有W( λn) / ( P + ε) 1 /ρ ＜ A* 1 / ( －λn)
n ，由U( r) 的递增

性和引理2有Q = lim sup
n→∞

λn / ( eρU( A
* －1 /λn
n ) ) ≤P．反

之，同理可证 P≤ Q．综上，P = Q．定理 2 得证．
在一些特殊情况下，定理 1和定理 2有如下推论．
推论 1 若 D = 0，则在定理 1 的条件下有
τ = lim sup

σ→－∞
( ln + Mu ( σ，F) ) /U( e

－σ ) =

lim sup
n→∞

Wρ ( λn ) A
* ρ /λn
n / ( eρ) =

lim sup
n→∞

λn / ( eρU( A
* －1 /λn
n ) ) ．

注 2 推论 1 是在文献［3］中的定理 1．
推论 2 若 ρ( r) ≡ ρ∈ ( 0，∞ ) ，则在定理 1的

条件下有
lim sup

n→∞
λnA

* ρ /λn
n / ( ρe) ≤ τ = lim sup

σ→－∞
( ln+ Mu( σ，

F) ) /e －σρ ≤ eρD lim sup
n→∞

λnA
* ρ /λn
n / ( ρe) ．

进一步，若 D = 0，则显然有
τ = lim sup

σ→－∞
( ln+ Mu( σ，F) ) /e

－σρ = lim sup
n→∞

λn·

A* ρ /λn
n / ( ρe) ．
注 3 推论 2 是在文献［5］中的定理 2．

2 无限级的广义型

前面讨论了当 F( s) 为有限级时它的准确级的
广义型，下面讨论当F( s) 为无限级时它的准确级的
广义型．为此，仿照定义 3 给出如下定义．
定义 4 L-S变换( 1) 所表示的整函数 F( s) 的

p级定义为
ρp = lim sup

σ→－∞
( ln+

p+1 Mu( σ，F) ) / ( － σ) ( p = 1，2，…) ，

其中 ln0 x = x，lnp x = ln( lnp－1 x) ，称ρp为F( s) 的p级．
本节主要研究 p级对应的广义型，然后再返回一

般的型．接下来类似给出 p级对应的广义型的定义．
定义 5 仿照定义 3，对 L-S 变换( 1) ，若 ρp ∈

( 0，+ ∞ ) 由定义 4 所定义，ρ( r) 是连续函数且满足
lim
r→+∞

ρ( r) = ρp，limr→+∞
ρ'( r) rln r = 0，则定义 τp 如下:

233 江西师范大学学报( 自然科学版) 2022 年



τp = lim sup
σ→－∞
( lnp Mu ( σ，F) ) /U( e

－σ ) ( p = 1，2，…) ，

其中称 U( r) = rρ( r) ( r ＞ 0) 为型函数，称 ρ( r) 为准
确级，τp 是关于 U( r) 的型．
注 4 显然当 p = 1时，级 ρp就是在定义1中的

级 ρ，广义型 τp 就是在定义 3中的广义型 τ1 ．即定义
1 和定义 3 分别是定义 4 和定义 5 的特殊情况． 当
p = 1时所对应的广义型 τ1已经在第 1节讨论，本节
主要讨论当p = 2，3，…时的广义型 τp ．
定理 3 若 L-S变换( 1) 所表示的整函数 F( s)

满足条件( 2) 和条件( 3) ，具有型 τp ( p = 2，3，…) ．
若记 Mp = lim sup

n→∞
Wρp ( lnp－1 λn ) A

* ρp /λn
n ，则 Mp ≤

τp ≤eρDMp．
证 先证 Mp ≤ τp ．若 τp = + ∞，则显然成立．

若 0 ≤ τp ＜ + ∞，则由
τp = lim sup

σ→－∞
( ln +

p Mu ( σ，F) ) /U( e
－σ ) ( p = 2，3，…)

知，∀ε ＞ 0，∃σ1 ＜ 0，∀σ ＜ σ1，有 lnp Mu ( σ，F) ≤
( τp + ε) U( e －σ ) ，则

Mu ( σ，F) ≤ expp ( ( τp + ε) U( e －σ ) ) ，

其中 exp0 ( x) = x，exp1 ( x) = ex，exp2 ( x) = eex，…，
expp ( x) = expp－1 e

x ．
由引理1知，若任意给定σ ＜ σ1，对所有正整数

n = 1，2，…，有
A*
n e

－λnσ ≤ μ( σ，F) ≤ 2Mu( σ，F) ≤ 2expp ( ( τp +
ε) U( e －σ ) ) ，

则
ln A*

n ≤ ln 2 + expp－1( ( τp + ε) U( e－σ) ) + λnσ． ( 4)
记�σ = e －σ，h( �σ) = expp－1 ( ( τp + ε) U( �σ) ) －

λn ln �σ，其中 U( �σ) = �σρ( �σ) = eρ( �σ) ln �σ，则

h'( �σ) = ( τp + ε) U'( �σ)∏
p－1

n－1
expn ( ( τp + ε) ·

U( �σ) ) － λn /�σ．
令 h'( �σ) = 0，由引理 2 知
rU'( r) /U( r) = ρp ( 1 + o( 1) ) ( r→ ∞ ) ，

故当�σ充分大时，有

∏
p－1

n = 0
expn ( ( τp + ε) U( �σ) ) = λn / ( ρp ( 1 + o( 1) ) ．

对上式两端连续取 p － 1 次对数，得
lnp－1( ( τp + ε) U(�σ) ) + lnp－2( ( τp + ε) U(�σ) ) +… +

ln( ( τp + ε) U(�σ) ) + ( τp + ε) U(�σ) = lnp－1 λn / ( ρp( 1 +
o( 1) ) ) ．
又已知�σ = e －σ，U( �σ) = �σρ( �σ) = eρ( �σ) ln �σ，故
lim
�σ→+∞
( lnp－1 ( ( τp + ε) U( �σ) ) + lnp－2 ( ( τp +

ε) U( �σ) ) + … + ln( ( τp + ε) U( �σ) ) + ( τp +
ε) U( �σ) ) / ( ( τp + ε) U( �σ) ) = 1．
从而当 �σ 充分大时方程 h'( �σ) = ( ρp ( 1 +

o( 1) )∏
p－1

n =0
expn( ( τp + ε) U( �σ) ) － λn) /�σ = 0的解为

�σ0 = W( lnp－1 ( λn / ( ρp ( 1 + o( 1) ) ) ) / ( ( τp +
ε) ( 1 + o( 1) ) ) ) ．
由于U( t) 为增函数，故当�σ ＞ �σ0时，h'( �σ) ≥0，当
�σ ＜ �σ0时，h'( �σ) ≤ 0，因此 h( �σ) 在�σ0处取最小值

hmin ( �σ) = expp－1 ( ( τp + ε) U( �σ0 ) ) － λn ln �σ0 ．
由式( 4) 和上式知
ln A* 1 /λn

n ≤ ( l n2 ) / λn +1 / ( ρp ( 1 + o ( 1 ) ) ) －
ln( W( lnp－1 ( λn / ( ρp ( 1 + o( 1) ) ) ) ) / ( ( τp + ε) ( 1 +
o( 1) ) ) ) ．
已知lim

n→∞
lnp－1 λn = + ∞，lim

n→∞
W( t) = + ∞，故当 n充

分大时，有
ln A* 1 /λn

n ≤ ( 1 + αn) ln ( 1 / ( W( lnp－1( λn / ( ρp ( 1 +
o( 1) ) ) ) ) / ( ( τp + ε) ( 1 + o( 1) ) ) ) ) ，
其中lim

n→∞
αn = 0，则由上式和引理 2 知

Mp = lim
n→∞

Wρp ( lnp－1 λn ) A
* ρp /λn
n ≤ τp + ε．

由 ε的任意性知 Mp ≤ τp ．
接下来证 τp ≤ Mpeρp

D ．若 Mp = + ∞，则显然成
立．若0≤Mp ＜ + ∞，则由Mp的定义知，∀ε ＞ 0，当
n充分大时，有
ln A*

n ＜ λn ( ln( Mp + ε) ) /ρp － λn ln( W( lnp－1 λn ) ) ．
任意取定 σ ＜ 0，对每一个充分大的正整数 n，有
ln( A*

n e
－σλn ) ≤－ λn ln( W( lnp－1 λn ) ) － σλn +

λn ( ln( Mp + ε) ) /ρp ．
因此对任意的正整数 n，有 ln( A*

n e
－σλn) ≤ max

x ＞0
g( x) ，

其中
g( x) = － xln( W( lnp－1 x) ) + aσx，
aσ = ( ln( Mp + ε) ) /ρp － σ，

则∀σ ＜ 0，有 ln μ( σ，F) ≤ max
x ＞ 0

g( x) ．

下面求max
x ＞ 0

g( x) ．

g'( x) = － ln( W( lnp－1 x) ) － lnp－1( xW'( lnp－1 x) /

( W( lnp－1 x)∏
p－1

j = 1
ln j x) ) + aσ ．

由引理 2 知，有
tW'( t) /W( t) = 1 / ( ρp + o( 1) ) ( t→+ ∞ ) ，

又对充分大的 x有

1 / (∏
p－1

j = 1
ln j x) ＞ 0，lim

x→+∞
1 / (∏

p－1

j = 1
ln j x) = 0，

故若记 g'( x) = － ln( W( lnp－1 x) ) － β + aσ = 0，其
中 β ＞ 0，lim

x→+∞
β = 0，则方程的解为

x0 ( σ) = expp－1 U( e
aσ－β ) ．

又当 x ≥ x0 ( σ) 时，g'( x) ≤ 0; 当 x ≤ x0 ( σ) 时，
g'( x) ≥0．因此 g( x) 在 x = x0 ( σ) 处取最大值且有

ln μ( σ，F) ≤ max
x ＞ 0

g( x) = g( x0 ( σ) ) =
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βexpp－1 U( e
aσ－β ) ． ( 5)

由引理 1 和式( 5) 有
( lnp Mu ( σ，F) ) /U( e

－σ ) ≤ ( lnp μ( σ － D － ε，
F) ) /U( e －σ ) ≤ U( e ( ln( Mp+ε) ) /ρp－σ+D+ε－β ) /U( e －σ ) ．
再由引理 2 和 ε的任意性得

τp = lim sup
σ→－∞
( lnp Mu ( σ，F) ) /U( e

－σ ) ≤

lim sup
σ→－∞
( Mp + ε) eρD+ρε－ρβU( e －σ ) /U( e －σ ) = epDMp．

定理 4 若 L-S变换( 1) 所表示的整函数 F( s)
满足条件 ( 2) 和条件 ( 3) ，具有型 τp，且记 Tp =
lim sup

n→∞
( lnp－1 λn ) /U( A

* －1 /λn
n ) ，则 Mp = Tp．

证 此定理证明类似于定理 2．
在一些特殊情况下，由定理 3 和定理 4 可类似

得到如下推论．
推论 3 若 D = 0，则在定理 3和定理 4的条件

下有

τp = lim sup
σ→－∞
( ln+

p Mu( σ，F) ) /U( e
－σ) = lim sup

n→∞
Wρp·

( lnp－1 λn ) A
* ρp /λn
n = lim sup

n→∞
( lnp－1 λn ) /U( A

* －1 /λn
n ) ．

推论 4 若 ρ( r) ≡ ρp，则在定理 3 的条件下有
lim sup

n→∞
A* ρ /λn
n lnp－1 λn ≤ τp = lim sup

σ→－∞
( ln+

p Mu( σ，

F) ) /e －σρp ≤ eρD lim sup
n→∞

A* ρ /λn
n lnp－1 λn ．

进一步，若 D = 0，则有
τp = lim sup

σ→－∞
( ln+

p Mu( σ，F) ) /e
－σρp =lim sup

n→∞
A* ρ/λn
n lnp－1 λn ．

注 5 从几个定理及推论可以看到，τp在 p = 1
时的表示式和在 p = 2，3，…时的表示式相差常数 eρ．
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The Generalized Type of Laplace-Stieltjes Transform

ZHANG Shaoyin1，NING Juhong1* ，HUANG Wenping2

( 1． School of Mathematics and Statistics，Jiangxi Normal University，Nanchang Jiangxi 330022，China;
2． Basic Department，Army Infantry College，Nanchang Jiangxi 330103，China)

Abstract: In this paper，by introduce the concept of generalized type of finite and infinite order，the growth of La-
place-Stieltjes transform in the whole plane is investigated and the equivalence relation between the generalized type
represented by the maximum modulus，maximum term and the generalized type represented by the coefficient，expo-
nent is obtained，which generalize the related result．
Key words: Laplace-Stieltjes transform; maximum modulus; maximum term; finite order; infinite order; generalized
type
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