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保费计算原理的比较及最优性分析
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摘要:该文先从保费计算原理的需要满足的性质出发，对非寿险精算的常用保费计算原理的理论和实际

应用进行了分析和比较．然后，基于保费估计的标准差准则，对各种保费计算原理的最优性进行了分析．
最后，利用 Bootstrap方法对丹麦火灾保险损失数据进行重抽样，根据重抽样的数据再次对保费计算原理
的最优性进行了验证．
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0 引言

保费计算原理是对给定风险保单在制定合适保

费的过程中所遵循的原则．由于风险是随机变量，而
随机变量与其分布函数是一一对应的，所以保费计

算原理可以看成从非负随机变量或其分布函数的集

合到非负实数集合的一个映射．在保险精算中，保费
计算原理的制定与估计是精算师的重要任务之一．
从平衡原则来看，若保险公司将收取风险的数

学期望值作为该风险的保费，则从长期来看，保险公

司将不亏不赚，达到一种平衡．这种保费计算方法被
称为净保费原理或纯保费原理．然而，考虑公司的运
营成本、人力成本、安全性等因素，保险公司不可能
仅仅收取净保费，否则保险公司终将破产［1］． 在净
保费原理上，以风险的数学期望为基础，增加一定的

安全附加保费，得到在寿险精算中常用的期望值保

费原理［2］． 然而，在保险的发展过程中，精算师发
现，仅仅利用风险的数学期望制定保费是不合理的，

在安全附加保费中应该更多地考虑风险的方差． 因
而提出方差保费原理、标准差保费原理、修正方差保
费原理等．瑞士精算师 H． Bühlmann［3］指出: 标准差
原理是在财产保险与意外事故保险中使用最多的保

费原理，而方差保费原理是学者们在原理上研究更

多的一种保费原理． 利用风险随机变量的指数矩可
以构造更多的保费原理，如 Esscher 保费原理、指数
保费原理、Kamps保费原理等．
本文介绍了在非寿险中常用的保费计算原理，

并讨论了保费计算原理的性质，同时对各种保费原

理的计算进行比较分析． 最后，基于 Bootstrap 方法
对保费计算原理的最优性进行了研究．

1 保费计算原理的性质

保单的保险费也被称为保费，即保险的价格，是

投保人为了将自身的风险 X转化给保险公司而缴纳
的费用．由于风险是非负随机变量，所以保费计算原
理是风险的集合到非负实数的一个映射．

定义 1 设( Ω，ξ，P) 为一个概率空间，用 χ =
{ X: X≥0，E( X2 ) ＜ ∞ } 表示可保风险集合，定义可

保集合 χ到 Ｒ + 的实函数 H( X) ，称之为风险 X的保
费．从风险 X 到保费 H( X) 的计算过程被称为保费
计算原则或保费计算原理，简称保费原理．
由于分布函数 FX ( x) 完全刻画了 X 的分布特

征，所以保费 H( X) 有时也记为 H( FX ( x) ) ，其表示
保费完全由分布函数确定．

并不是所有从风险集合 χ 到 Ｒ + 的实函数都可
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以成为保费计算原理．一般地，保费计算原理 H( X)
需要满足一些“好的性质”，这些性质的要求有些是
理论上的需要，有些是精算实务上的要求． 在下文
中，用 a、b、c、α、β表示已知的常数．

1) 正的安全负荷性( risk loading，简记为 ＲL) :

∀X∈ χ，有 H( X) ＞ E( X) 或 H( X) － E( X) ＞ 0．
正的安全负荷性也被称为风险附加 ( risk

loading) ，这是保险实务上的需求． 一般地，称数学
期望 E( X) 为风险 X的净保费或纯保费． 正的安全
负荷性要求保险公司收取的保费必须超过净保费

E( X) ．事实上，在破产理论中已经证明［1］: 若保险公
司只收取净保费，则最终破产的概率为 1．

2) 无不当风险附加性( no unjustified risk loading，
简记为 NU) : 若 X = c，a． s．，则 H( X) = c．
无不当风险附加性是根据保险的实际意义提出

的．当风险退化为确定性损失 c时，不需要风险附加
值，保费应该等于确定性损失 c．

3) 极大损失性( maximal loss，简记为ML) :∀X∈
χ，有H( X) ≤ ess sup( X) ，其中 ess sup( X) = inf{ x∈
Ｒ: P( X ＞ x) = 0} 为风险 X的上确界．

4) 转移不变性( translation invariance or translation

equivariance，简记为 TI) :∀X∈ χ，a∈ Ｒ +，有

H( X + a) = H( X) + a．
转移不变性也被称为转移等价性． 在风险理论

中，只有随机变量才具有不确定性．由于固定数额 a
并不产生新的风险，所以根据风险的无不当风险附

加性，保费应该相应地增加该固定数额．
5) 正齐次性( positive homogeneity or scale invari-

ance，简记为 PH) :∀X∈ χ，b∈ Ｒ +，有

H( bX) = bH( X) ．
正齐次性也被称为尺度不变性或尺度等价性．

它要求当风险成倍增加时相应的保费也成倍增加．
正齐次性保证了投保人不能将同一风险分开投保而

获利．
命题 1［4］ 若保费计算原理 H( X) 同时满足尺

度不变性和转移不变性，则必然满足无不当风险附

加性．
命题 1 说明: 保费计算原理的各条性质虽然是

根据不同的背景提出的要求，但并不是孤立的，这些

性质之间有较多的交叉性和相关性．
6) 次可加性( subadditivity，简记为 SAd) :∀X，

Y∈ χ，有 H( X + Y) ≤ H( X) + H( Y) ．
在保险精算实务中，保险人制定的保费要求满

足次可加性，使得投保人不能因把 2 个风险分开承

保而降低保费．次可加性类似于尺度不变性，它们都
是为了避免投保人将风险分开投保而获得“套利”．

7) 对独立风险可加性( additivity for independent
risks，简记为 IAd) : 若 X，Y∈ χ且 X与 Y相互独立，
则有 H( X + Y) = H( X) + H( Y) ．
对独立风险可加性说明投保人将独立的风险分

别投保和合起来投保具有相同的保费． 由于常数 a
总是与随机变量 X相互独立的，因此，当 Y退化为常
数 a时，对独立风险可加性退化为转移不变性．故对
独立风险可加性是转移不变性的推广．换言之，对独
立风险可加性比转移不变性有更高的要求．

8) 对共同单调风险可加性( comonotonic addi-
tivity，简记为 CAd) : 若 X，Y∈ χ且 X与 Y共同单调，
即∀w1，w2 ∈ Ω，有
( X( w1 ) － X( w2 ) ) ( Y( w1 ) － Y( w2 ) ) ≥0，a． s．

则 H( X + Y) = H( X) + H( Y) ．
共同单调是在风险相依中最强的相依关系． 2

个风险共同单调等价于存在一个增函数 h(·) ，使得
Y = h( X) ．可以证明，在共同单调相依条件下，秩相
关系数与 Kendall相关系数都等于 1．显然，若 H( X)
对共同单调风险可加，则

H( 2X) = H( X + X) = H( X) + H( X) = 2H( X) ，
即容易证明 H( X) 满足尺度不变性．

9) 单调性( monotone) : 若∀w∈ Ω，有
X( w) ≤ Y( w) ，a． s．

则 H( X) ≤ H( Y) ．单调性意味着风险更大的保单应
缴纳更多的保费．

10) 保留 1阶随机控制序( preserving first-order
stochastic dominance，简记为 FSD) : 若 ∀t ≥ 0，有
SX ( t) ≤ SY ( t) ，则 H( X) ≤ H( Y) ，其中 SX ( t) =
P( X ＞ t) 为 X的生存函数．
设 X在1阶随机控制序意义下小于等于 Y，记为

X≤stY，若 SX ( t) ≤ SY ( t) 对任意 t∈ Ｒ + 成立． 1 阶
随机控制序是比较 2 个随机变量大小的一种方法．
该性质说明: 在 1 阶随机控制序意义下，风险更大的
保单应缴纳更多的保费．

11) 保 留 停止损失序 ( preserving stop-loss
order，简记为 SL) : 若∀d≥ 0，有

E( X － d) +≤ E( Y － d) +，
则 H( X) ≤ H( Y) ，其中( x) + = max{ 0，x} ．
类似于 1 阶随机控制序，停止损失序也是比较

随机变量大小关系的一种度量． 在概率论中，用
“X≤slY”表示在停止损失序意义下风险 X 小于等
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于风险 Y，若∀d≥0，有 E( X － d) +≤ E( Y － d) + 成
立．停止损失序和 1 阶随机控制序都是用于比较 2
个随机变量大小的偏序．
保费计算原理的单调性、保留 1 阶随机控制序、

保留停止损失序这 3 个性质都是从保险实务中给出
的性质: 风险越小的保单将收取更少的保费．由于风
险 X为非负随机变量，所以

E( X － d) + = － ∫
∞

d
( t － d) dSX ( t) = － lim

t→∞
( t －

d) SX ( t) + ∫
∞

d
SX ( t) dt = ∫

∞

d
SX ( t) dt．

因此，满足保留 1 阶随机控制序的保费计算原理必
然满足保留停止损失序的性质．

12) 分布的连续性( continuity) : 设X，Xn∈ χ，且
lim
n→∞

FXn ( x) = FX ( x)

对所有 FX ( x) 的连续点成立，则
lim
n→∞

H( Xn ) = H( X) ．

分布的连续性是从概率统计的原理上要求的性

质，当随机变量序列 Xn 依分布收敛到随机变量 X
时，相应的保费序列也收敛．
以上 12 条性质从各个方面刻画了保费计算原

理的要求．在实际运用中，并不要求某种保费计算原
理满足所有的性质，而只需要满足部分性质即可．保
险公司根据自身的财务情况选取合适的保费计算原

理．关于保费计算原理及其性质可参照文献［5-6］．

2 在非寿险精算中常用的保费计算
原理

保险公司将根据自身的财务要求和公司的特

征，选取合适的保费计算原理． 一般地，常用的保费
计算原理包括期望值原理、方差保费原理、标准差保
费原理、修正方差保费原理、指数保费原理、Esscher
保费原理等．在下面的叙述中，用 X、Y、Z∈ χ表示可
保风险，用 αk 表示每一种保费计算原理对应的安全

负荷系数．
下面的例子用于比较期望值保费原理、方差保

费原理、修正方差保费原理、标准差保费原理的保费
计算差异．
例 1 假设风险随机变量 X 服从伽马分布

Gamma( α，β) ，其密度函数为 f( x) = βαxα－1e－βx /Γ( α) ，
x ＞ 0．则得到E( X) = α /β，D( X) = α /β2 ．因此期望
值保费原理、方差保费原理、修正方差保费原理、标
准差保费原理分别为

Hα1 ( X) = ( 1 + α1 ) E( X) = ( 1 + α1 ) α /β，
Hα2 ( X) = E( X) + α2D( X) = α /β + α2α /β

2，

Hα3 ( X) = E( X) + α3D( X) /E( X) = ( α +
α3 ) /β，

Hα4 ( X) = E( X) + α4 D( X■ ) = ■α ( ■α +
α4 ) /β．
对给定的 α = 2，β = 4，表 1说明了这 4种保费

计算原理与安全负荷系数的关系．

表 1 安全负荷系数对在 4 种保费计算原理中风险保费的计算

保费
安全负荷系数

0 0． 1 0． 2 0． 3 0． 4 0． 5 0． 8 1． 5 2． 0
Hα1 0． 500 0． 550 0． 600 0． 650 0． 700 0． 750 0． 900 1． 250 1． 500
Hα2 0． 500 0． 513 0． 525 0． 538 0． 550 0． 563 0． 600 0． 688 0． 750
Hα3 0． 500 0． 525 0． 550 0． 575 0． 600 0． 625 0． 700 0． 875 1． 000
Hα4 0． 500 0． 535 0． 571 0． 606 0． 641 0． 677 0． 783 1． 030 1． 207

从表 1 的数值计算可以看出: 在这 4 种保费计
算原理中风险保费对安全负荷系数都是递增的，并

且它们的关系为Hα1 ＞ Hα4 ＞ Hα3 ＞ Hα2 ．在保险公司
中，精算师需要根据公司的具体情况选取合适的保

费计算原理和安全负荷系数．
荷兰保费原理( Dutch premium principle) 为
Hα5 ( X) = E( X) + α5E( X － θE( X) ) +，

其中 α5 ∈ ( 0，1］，且 θ ＞ 1，x+ = max{ x，0} ．荷兰保
费原理是 A． E． van Heerwaarden 等［7］ 提出的一种
保费计算原理．他们根据“荷兰保险条约”将风险 X
分解为原保险人部分和再保险人部分，相应地，保费

也分成 2 部分，提出了该保费计算原理，并研究了这
种保费原理的性质．

显然，以上保费原理的计算仅仅依赖于风险随

机变量的前 2 阶矩，而不依赖于风险的具体分布性
质．而指数保费原理、Esscher 保费原理通过定义风
险的指数矩得到，分别为

Hα6 ( X) = ln( E( eα6X ) ) /α6，其中 α6 ＞ 0，
Hα7 ( X) = E( Xeα7X ) / ( E( eα7X ) ) ，其中α7 ＞ 0为

已知参数．
容易证明 lim

αi→0 +
Hαi ( X) = E( X) ，且当 αi ＞ 0时，

有Hαi ( X) ＞ E( X) ，i = 6，7．这说明指数保费原理和
Esscher保费原理都满足正的负荷性［8-11］．
另外，按比例风险调整保费原理与 Kamp 保费

计算原理［12-13］ 分别为
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Hα8 ( X) = ∫
∞

0
( SX ( t) )

1 / ( α8+1) dt，其中 α8 ≥ 0，

Hα9 ( X) = E( X( 1 －e －α9X ) ) / E( ( 1 －e －α9X ) ) ，其

中 α9 ＞ 0．
取 λ = 2． 5，对不同的安全负荷系数 αk，计算这

5 种保费计算原理的保费值( 见表 2) ．
表 2 安全负荷系数对在 5 种保费计算原理中风险保费的计算

保费
安全负荷系数

0 0． 1 0． 2 0． 3 0． 4 0． 5 0． 8 1． 5 2． 0
Hα5 0． 400 0． 409 0． 418 0． 427 0． 436 0． 445 0． 471 0． 534 0． 579
Hα6 0． 400 0． 408 0． 417 0． 426 0． 436 0． 446 0． 482 0． 611 0． 805
Hα7 0． 400 0． 417 0． 435 0． 455 0． 476 0． 500 0． 588 1． 000 1． 000
Hα8 0． 400 0． 440 0． 480 0． 520 0． 560 0． 600 0． 720 1． 000 1． 200
Hα9 0． 800 0． 785 0． 770 0． 757 0． 745 0． 733 0． 703 0． 650 0． 622

从表 2 可以看出: 荷兰保费原理、指数保费原
理、Esscher保费原理、按比例风险调整保费原理的
风险保费 Hαk ( X) 都是安全负荷系数 αk 的增函数，且

lim
αk→0 +

Hαk ( X) = E( X) ，k = 8，9．

而对 Kamps保费原理而言，其风险保费是安全负荷
系数 αk 的减函数． 在保险精算的实际运用中，精算
师需要根据保险公司的财务情况，选取合适的保费

计算原理和安全负荷系数． 表 3 总结了上述 9 种保
费计算原理各自满足的性质．

表 3 各类保费计算原理满足的性质

保费原理 ＲL NU ML TI PH SAd IAd CAd Monotone FSD SL Continuity
期望值原理 Y N N N Y Y Y Y Y Y Y Y
方差原理 Y Y N Y N N Y N N N N Y
修正方差 Y Y N N Y N N N N N N Y
标准差原理 Y Y N Y Y N N N N N N Y
荷兰原理 Y Y Y N Y Y N N Y Y Y Y
指数原理 Y Y Y Y N N Y N Y Y Y Y

Esscher原理 Y Y Y N N N N N N N N Y
按比例风险调整 Y Y Y Y Y Y N Y Y Y Y Y
Kamps原理 Y Y Y N N N N N N N N Y

从表 3 可以看出: 每一种保费计算原理满足的
性质是不同的．这些保费计算原理是不同时期的精
算师和学者在不同的背景下提出的保费定价规则．
例如，期望值保费原理、方差保费原理、修正方差保
费原理和标准差保费原理都是基于风险的前 2 阶矩
的特征给出的，其中风险的数学期望 E( X) 构成了
保费的主要部分，而 D( X) 构成了附加保费部分．指
数保费原理是根据期望效用理论提出来的，而

Esscher保费原理是根据随机变量的 Esscher变换提
出的一种保费原理．在实际中，保险公司应根据自身
的风险状况、财务能力与保险属性，选用或制定合适
的保费计算原理．

3 基于风险度量的保费计算原理

保费计算原理 H( X) 可以看成风险 X的一种度
量．在金融风险管理中，P． Artzner 等［14］ 首次从公
理化的角度提出了一致风险度量的概念，给出了风

险度量需要满足的 4 个公理: 转移不变性、次可加
性、正齐次性( 尺度不变性) 以及单调性． 从这个意

义上说，风险度量是保费计算原理的一种推广．在金
融风险管理中，常用的风险度量有在险价值度量、条
件在险价值度量、尾在险价值度量和期望短缺等．若
把这些风险度量看成保费原理的拓展，则有如下几

种扩充的保费计算原理．
首先，VaＲ( Value at Ｒisk) 是一种常用的风险

度量，它要求给出的度量小于 X 的概率最多不超过
某个给定的概率 ε，即 P( X ＞ H) ≤ ε． 在精算实务
中，为了提高竞争力，要求保费满足

H( X) = inf{ x∈ Ｒ: P( X≤ x) ≥ γ} = F－1
X ( γ) ．

由上式定义的保费计算原理被称为 VaＲ保费原理，
记为 VaＲ( X; γ) ，其中

F－1
X ( γ) = inf{ x∈ Ｒ: P( X≤ x) ≥ γ}

为分布函数 FX ( x) 的广义逆，这里 γ = 1 － ε．由于
F－1

X ( γ) 为随机变量 X的 γ分位数，因此也被称为分
位数保费原理．
若X≤ ess sup( X) ，则VaＲ( X; γ) = F－1

X ( γ) ≤
ess sup( X) ，即 VaＲ保费原理满足极大损失性．由于
H( c) = inf{ x∈Ｒ: P( c≤ x) ≥ γ} = c，所以VaＲ保
费原理满足无不当风险附加性． 另外，若定义 γ* =
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FX ( E( X) ) ，则当 γ ＜ γ* 时，有

H( X) = F－1
X ( γ) ≤ F－1

X ( γ
* ) = E( X) ，

这说明分位数保费不满足正的安全负荷性．
容易证明，分位数保费满足转移不变性、正齐次

性、对共同单调可加性、单调性、保留 1 阶随机控制
序、保留停止损失序和连续性等性质．但作为一种风
险度量，VaＲ不满足正的安全负荷性和次可加性．这
使得 VaＲ度量虽然简单，但不是一致风险度量． 在
此基础上，学者提出了一些改进的风险度量．
对给定的大概率 γ，定义

TVaＲ( X; γ) = ∫
1

γ
VaＲ( X; s) ds / ( 1 － γ)

为尾部 VaＲ保费原理或 TVaＲ保费原理．在金融中，
也被称为尾在险价值风险度量．
根据 VaＲ的性质，可以证明 TVaＲ 满足转移不

变性、正齐次性、对共同单调可加性、单调性、保留 1
阶随机控制序、保留停止损失序和连续性等性质，更
重要的是 TVaＲ还满足次可加性，因此是一种一致
风险度量［14］．基于VaＲ度量的保费计算原理还包括
条件尾期望( CTE) 保费原理、期望短缺( ES) 保费
原理和条件在险价值( CVaＲ) 保费原理，它们分别为

CTE( X; γ) = E( X | X ＞ VaＲ( X; γ) ) ，

ES( X; γ) = E( ( X － VaＲ( X; γ) ) + ) ，

CVaＲ( X; γ) = E( ( X － VaＲ( X; γ) ) | X ＞

VaＲ( X; γ) ) ．
显然，VaＲ保费原理、尾部 VaＲ保费原理、条件

尾期望保费原理、期望短缺保费原理、条件在险价值
保费原理都是基于 VaＲ提出的保费计算原理．下面
简单讨论它们之间的关系．首先，容易得到

CVaＲ( X; γ) = CTE( X; γ) － VaＲ( X; γ) ．
其次，根据积分变换，得到

ES( X; γ) = E( ( X － VaＲ( X; γ) ) + ) =

∫
1

0
( VaＲ( X; s) － VaＲ( X; γ) ) + ds = ∫

1

γ
VaＲ( X; s) ds －

VaＲ( X; γ) ( 1 － γ) ，
则有

TVaＲ( X; γ) = VaＲ( X; γ) + ES( X; γ) / ( 1 － γ) ．
又因为

ES( X; γ) = E( ( X － VaＲ( X; γ) ) + ) = E( ( X －

VaＲ( X; γ) ) | X ＞ VaＲ( X; γ) ) SX ( VaＲ( X; γ) ) =

( CTE( X; γ) － VaＲ( X; γ) ) SX ( VaＲ( X; γ) ) ，
因此有

CTE( X; γ) = VaＲ( X; γ) + ES( X; γ) /
( SX ( VaＲ( X; γ) ) ) ，

CVaＲ( X; γ) = ES( X; γ) / ( SX ( VaＲ( X; γ) ) ) ．
最后，需要说明的是，当风险 X为连续型随机变

量时，有

SX ( VaＲ( X; γ) ) = 1 － γ，
则 TVaＲ( X; γ) = CTE( X; γ) ．
为了更进一步说明这几种基于 VaＲ 的保费计

算原理的差别，给出下面的例子．
例 2 假设风险 X服从对数正态分布，密度函

数为

f( x) = exp( － ( ln x － μ) 2 / ( 2σ2) ) / ( 2■ πσx) ，x ＞0，
其中 μ∈ Ｒ，σ ＞ 0为参数．对给定的大概率 γ，计算
VaＲ( X; γ) 、TVaＲ( X; γ) 、CTE( X; γ) 、ES( X; γ) 以及
CVaＲ( X; γ) ．
首先，根据对数正态分布的性质，设存在随机变

量 Y ～ N( μ，σ2 ) 使得 X = eY，则有
P( X≤ x) = P( eY ≤ x) = P( Y ≤ ln x) =

Φ( ( ln x － μ) /σ) ，
其中 Φ( x) 表示标准正态分布的分布函数． 令 γ =
P( X≤ x) ，得到

F－1
X ( γ) = exp( μ + σΦ －1 ( γ) ) ，

进而，根据 TVaＲ( X; γ) 的定义，令 Φ( x) = s，则
ds = φ( x) dx，其中 φ( x) 是标准正态分布的密度函
数．因此

TVaＲ( X; γ) = 1
1 － γ∫

1

γ
exp( μ + σΦ －1 ( s) ) ds =

eμ
1 － γ∫

1

γ
( exp( Φ－1( s) ) ) σds = eμ

1 － γ∫
∞

Φ－1( γ)
exσφ( x) dx =

eμ
1 － γ

eσ2 /2∫
∞

Φ－1( γ) －σ
e－t2 /2 / 2■πdt = eμ+σ2 /2( 1 －Φ( Φ－1( γ) －

σ) ) / ( 1 － γ) ．
与此同时，有

CTE( X; γ) = E( X | X ＞ VaＲ( X; γ) ) =

∫
∞

VaＲ( X; γ)
xdFX ( x) / ( 1 － γ) = TVaＲ( X; γ) ．

根据关系式 TVaＲ( X; γ) = VaＲ( X; γ) + ES( X;
γ) / ( 1 － γ) ，可得

ES( X; γ) = exp( μ + σ2 /2) Φ( σ － Φ －1 ( γ) ) －
( 1 － γ) exp( μ + σΦ －1 ( γ) ) ．
由 CVaＲ( X; γ) = ES( X; γ) / ( 1 － FX ( VaＲ( X;

γ) ) ) 可得
CVaＲ( X; γ) = exp( μ + σ2 /2) Φ( σ － Φ－1( γ) ) /

( 1 － γ) － exp( μ + σΦ －1 ( γ) ) ．
设 μ = 3，σ2 = 4，对给定的 γ∈ ( 0，1) ，分别计

算 VaＲ( X; γ)、TVaＲ( X; γ)、ES( X; γ) 以及 CVaＲ( X;
γ) ，得到如图 1 所示的曲线图．
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图 1 基于 VaＲ提出的各类保费原理的风险保费的曲线图

从图 1 中可以看出: 对固定的 γ ∈ ( 0，1) ，当 γ
较小( 小于 0． 4) 时，这 4 个保费相对比较接近; 当 γ
较大( 大于 0． 8) 时，保费 TVaＲ( X; γ) 和 CVaＲ( X;
γ) 远远大于 ES( X; γ) 和 VaＲ( X; γ) ．
除了这些具体的保费计算原理，还有一些保费

计算原理类．如根据效用理论定义的期望效用保费
原理; 根据失真期望变换得到的失真保费计算原理;

根据广义加权损失函数定义的广义加权保费计算原

理等［15-19］．

4 保费计算原理的比较与最优性
分析

在前面的第 2 节和第 3 节中，分别给出了几种
常用保费计算原理和基于风险度量的保费计算原

理，并比较了这些保费计算原理所满足的性质．在保
险实际中，保险公司需要根据自身对风险的态度和

财务状况，选取合适的保费计算原理．本节将以期望
值保费原理和 VaＲ保费原理作为基准，讨论研究各
种保费计算原理中的保费估计的最优性问题．

4． 1 基于数值模拟的常用保费计算原理的比较

为了对这些保费计算原理进行比较，考虑不同

的保费计算原理的提出背景和计算方式不同，本节

将以期望值保费原理为基准，求解得到其他各种保

费计算原理的安全负荷系数．最后，通过数值模拟和
Bootstrap 2 种方法，比较这 9 种保费计算原理的保
费估计的方差．

为了方便，将这 9 种保费计算原理的计算公式
统一记为 Hαi ( X) = Hi ( i = 1，2，…，9) ，并假设在期
望值保费原理中的安全负荷系数 α1 是已知的． 令
Hi = H1，则可得到在其他 8 种保费计算原理中的安
全负荷系数 αi ( i = 2，3，…，9) ．
假设风险 X服从指数分布，参数为 λ，密度函数

为 f( x) = λe －λx，x ＞ 0．则有 E( X) = 1 /λ，D( X) =
1 /λ2 以及 E( ( X － θE( X) ) + ) = e －θ /λ．根据例 1的
计算，得到 9 种保费计算原理的定价公式:

H2 = ( 1 + α2 /λ) /λ，H3 = H4 = H8 = ( 1 +
α1 ) /λ，H5 = ( 1 + α5e

－θ ) /λ，H6 = ( ln( λ / ( λ －
α6 ) ) /α6，H7 = 1 / ( λ － α7 ) ，H9 = ( 2λ + α9 ) / ( λ·
( λ +α9 ) ) ．
令 Hi = H1，i = 2，3，…，5，则可得
α2 = λα1，α3 = α4 = α1，α5 = α1eθ ．
令 H6 = H1，则 α6 为方程

λln( λ / ( λ － α6 ) ) = ( 1 + α1 ) α6

的解．
最后，令 H7 = H8 = H9 = H1，则有

α7 = λα1 / ( 1 + α1 ) ，α8 = α1，α9 = λ( 1 － α1 ) /α1 ．
取 λ = 2，θ = 1． 5，对不同的 α1 的值，经过计算

得到 α1，α2，…，α9 的值，画出曲线图 2． 由于 α3 =
α4 = α8，所以这 3 条曲线重合．

图 2 8 种保费计算原理中 α2，α3，…，α9 对 α1 的图形

从图2中可以看出: 除了Kamps保费原理外，其
他保费计算原理中的安全负荷系数 α2，α3，…，α8 都

是 α1的增函数，而α9是α1的减函数．取α1 = 0．100 0、
0． 300 0和 0． 500 0，得到表 4中的安全负荷系数值．

表 4 各种保费计算原理的安全负荷系数取值

α1 α2 α3 α4 α5 α6 α7 α8 α9

0． 100 0 0． 200 0 0． 100 0 0． 100 0 0． 448 2 0． 352 3 0． 181 8 0． 100 0 18． 000 0

0． 300 0 0． 600 0 0． 300 0 0． 300 0 1． 344 5 0． 845 9 0． 461 5 0． 300 0 4． 666 7

0． 500 0 1． 000 0 0． 500 0 0． 500 0 2． 240 8 1． 165 6 0． 666 7 0． 500 0 2． 000 0

取 α1 = 0． 100 0，模拟产生一组指数分布的样

本观测值{ x1，x2，…，xn} ，得到 λ的估计 λ
∧

= 1 / x，进
而得到估计 H

∧

i ．经过 100 000 次重复模拟，得到各种
保费原理下保费估计的模拟结果( 见表 5) ．
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表 5 各种保费计算原理下保费的估计及其标准差

统计量
保费

H1 H2 H3，H4，H8 H5 H6 H7 H9

最小值 0． 077 3 0． 070 9 0． 077 3 0． 077 3 0． 070 9 0． 070 9 0． 109 3

中位数 0． 532 9 0． 514 2 0． 532 8 0． 532 9 0． 512 8 0． 513 2 0． 558 5

均值 0． 551 4 0． 536 3 0． 551 3 0． 551 4 0． 535 3 0． 535 6 0． 574 7

最大值 1． 596 4 1． 718 9 1． 596 4 1． 596 4 1． 755 0 1． 743 7 1． 533 7

标准差 0． 174 5 0． 180 9 0． 174 5 0． 174 5 0． 181 4 0． 181 6 0． 162 3

极差 1． 519 1 1． 648 0 1． 519 1 1． 519 1 1． 684 1 1． 672 8 1． 424 4

根据表 5 中保费估计的标准差从小到大的原
则，大致可以把保费计算原理分成 3 组:
{ H9 } ，{ H1，H3，H4，H5，H8 } ，{ H2，H6，H7 } ．

这说明标准差最小的是 Kamps 保费原理，其次
是期望值保费原理、标准差保费原理、修正方差保费
原理、荷兰保费原理和按比例风险调整保费原理，标
准差较大的是方差保费原理、指数保费原理和
Esscher保费原理．

4． 2 基于 Bootstrap方法的保费比较

在 Ｒ语言的程序包“SMPracticals”中，储存了
1980—1990 年间丹麦火灾保险的损失数据，共有
n = 2 493 个观测值，由于商业原因，所以软件包中
调整了该数据的计量单位． 从 Ｒ 语言中调出名为
“danish”的数据集，分别对原始损失数据 { x1，
x2，…，xn} 和对数损失数据{ y1，y2，…，yn} 进行描述

性统计，得到表 6 的结果．
原始数据和对数散点图如图 3 所示．

表 6 丹麦火灾保险损失数据的描述性统计

数据 最小值 第一四分位数 中位数 均值 第三四分位数 最大值 方差

原始数据 1 1． 320 1． 780 390 970 26 250 7 380

对数数据 0 0． 278 0． 576 0． 787 1． 088 5． 573 0． 514

图 3 丹麦火灾保险的损失数据及其对数值的散点图

显然，将原始数据作对数变换后，呈现出更好

的统计规律性．用指数分布对变换后的数据的密度
函数和分布函数进行拟合，计算得到指数分布中参

数的极大似然估计 λ
∧

= 1． 271． 其拟合图如图 4 所
示，左图中的直方图为实际数据经对数变换后的直

方图，虚线曲线为指数分布的密度函数的拟合曲线．
右图中的实线曲线为实际数据经对数变换后的经验

分布函数图形，虚线曲线为指数分布的分布函数的

拟合曲线．从图 4 可以看出指数分布的拟合效果非
常好．
当 α1 = 0． 1，θ = 1． 5，λ = 1． 271 时，令 Hi =

H1 ( i = 2，3，…，9) ，可以得到除期望值保费原理以
外的其他 8 种保费计算原理的安全负荷系数值( 见
表 7) ．
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( a) 密度函数 ( b) 分布函数
图 4 丹麦火灾保险的损失数据对数值的拟合图

表 7 丹麦火灾数据在各种保费计算原理中的安全负荷系数值

α1 α2 α3 α4 α5 α6 α7 α8 α9

0． 100 0 0． 127 1 0． 100 0 0． 100 0 0． 448 2 0． 223 9 0． 155 0 0． 100 0 11． 439 0

把数据{ y1，y2，…，yn} 看作样本，则 Fn ( y) =

1
n∑

n

i = 1
I( yi ≤ y) 为{ y1，y2，…，yn} 的经验分布函数．

在这 9 种保费原理的计算中，利用 Fn ( y) 替换
FY ( y) ，得到在各种保费计算原理中风险保费的矩
估计．例如，指数保费原理和按比例风险调整保费原
理的保费估计分别为

H
∧

6 = 1
α6
( ∫

∞

0
eα6ydFn ( y) ) =

1
α6
ln( 1n∑

n

i = 1
eα6yi ) ，

H
∧

8 = ∫
∞

0
( 1 － Fn ( y) )

1 / ( 1+α8) dy = ∑
n

i = 1
( 1 － ( i －

1) /n) 1 / ( 1+α8) ( y ( i) － y ( i －1) ) ，
其中 y ( i) 为{ y1，y2，…，yn} 的第 i 个次序统计量，且
y ( 0) = 0．
利用重抽样技术( Bootstrap) 对{ y1，y2，…，yn}

进行 10 000 次重抽样，分别得到在各种保费计算原
理中保费的估计值，相应的描述性统计如表 8 所示．

表 8 在各种保费计算原理中保费的估计值及其标准差

统计量
保费

H1 H2 H3 H4 H5 H6 H7 H8 H9

最小值 0． 806 5 0． 792 3 0． 795 9 0． 801 8 0． 797 9 0． 791 0 0． 848 1 0． 801 3 0． 792 5
中位数 0． 865 4 0． 851 9 0． 851 9 0． 858 4 0． 855 6 0． 850 0 0． 920 2 0． 857 8 0． 848 4
均值 0． 865 5 0． 852 1 0． 852 1 0． 858 4 0． 855 7 0． 850 2 0． 920 3 0． 857 9 0． 848 5
最大值 0． 926 6 0． 917 1 0． 912 2 0． 918 8 0． 917 4 0． 915 2 1． 001 0 0． 918 1 0． 907 6
标准差 0． 130 3 0． 134 4 0． 129 6 0． 129 8 0． 130 1 0． 134 7 0． 147 3 0． 129 7 0． 125 4
极差 0． 120 1 0． 124 8 0． 116 3 0． 117 0 0． 119 5 0． 124 2 0． 152 9 0． 116 8 0． 115 1

从表8可以看出: 在丹麦火灾保险数据中，标准
差最小的是 Kamps保费原理，标准差从小到大的顺
序依次为修正方差保费原理、按比例风险调整保费
原理、标准差保费原理、荷兰保费原理和期望值保费
原理，标准差较大的有方差保费原理和指数保费原

理，标准差最大的是 Esscher 保费原理． 这与表 5 中
得到的结论基本一致． 同时结果显示这 9 种常用的
保费计算原理的估计的标准差均较小．

4． 3 基于 VaＲ的各类保费计算原理的比较

在险价值度量( VaＲ) 是风险度量的重要方法．
它给出了在一定置信水平下风险可能发生的最大损

失．但由于 VaＲ 不满足一致性风险度量的次可加
性［20］，因此在实际使用中受到很大的限制． 为了改
进这个缺点，研究者相继提出 TVaＲ、CTE、ES、CVaＲ
等．相应地，若把风险度量作为一种保费原理，则就
有 VaＲ、TVaＲ、CTE、ES、CVaＲ等保费计算原理．
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本节将以 VaＲ为基准，在平衡原则下分别计算
这些保费原理中保费估计的标准差并进行比较．
假设风险 X服从帕累托分布，其分布函数为

FX ( x) = 1 － ( β / ( β + x) ) θ，x ＞ 0，
其中 β ＞ 0，θ ＞ 0 为参数．取定 γ1，可得到

VaＲ( X; γ1 ) = β( ( 1 － γ1 )
－1 /θ － 1) ．

同时，根据 TVaＲ的定义，有

TVaＲ( X; γ2) =
1

1 － γ2
∫
1

γ2
β( ( 1 － s) －1 /θ － 1) ds =

β( ( 1 －γ2 )
－1 /θ － 1) + β( 1 － γ2 )

－1 /θ / ( θ － 1) = βθ·
( 1 － γ2 )

－1 /θ / ( θ － 1) － β = CTE( X; γ2 ) ．
进而得到

ES( X; γ4 ) = E( ( X － VaＲ( X; γ4 ) ) + ) = β( 1 －
γ4 )
( θ－1) /θ / ( θ － 1) ，
CVaＲ( X; γ5 ) = ES( X; γ5 ) / ( 1 － FX ( VaＲ( X;

γ5 ) ) ) = β( 1 － γ5 )
－1 /θ / ( θ － 1) ．

令 VaＲ( X; γ1) = TVaＲ( X; γ2) = CTE( X; γ3) =
ES( X; γ4 ) = CVaＲ( X; γ5 ) ，得到

γ2 = γ3 = 1 － ( 1 － γ1 ) ( θ / ( θ － 1) ) θ，
γ4 = 1 － ( ( θ － 1) ( ( 1 － γ1 )

－1 /θ － 1) ) θ / ( θ－1) ，
γ5 = 1 － ( ( θ － 1) ( ( 1 － γ1 )

－1 /θ － 1) ) －θ ．
注意到，上面几个式子都与 β取值无关．取 θ = 2，

对不同的 γ1 值，分别得到 γ2、γ3、γ4、γ5 的值( 见表 9) ．

表 9 基于 VaＲ的各类保费计算原理的 γ值的比较

系数
γ1

0． 900 0 0． 910 0 0． 920 0 0． 930 0 0． 940 0 0． 950 0 0． 960 0 0． 970 0 0． 980 0 0． 990 0
γ2 0． 600 0 0． 640 0 0． 680 0 0． 720 0 0． 760 0 0． 800 0 0． 840 0 0． 880 0 0． 920 0 0． 960 0
γ3 0． 600 0 0． 640 0 0． 680 0 0． 720 0 0． 760 0 0． 800 0 0． 840 0 0． 880 0 0． 920 0 0． 960 0
γ4 － 3． 675 4 － 4． 444 0 － 5． 428 0 － 6． 726 4 － 8． 501 7 － 11． 055 0 － 15． 000 0 － 21． 780 0 － 35． 850 0 － 80． 000 0
γ5 0． 786 1 0． 816 3 0． 844 5 0． 870 6 0． 894 8 0． 917 1 0． 937 5 0． 956 1 0． 972 9 0． 987 7

显然，从表9的结果可以看出，期望短缺保费原
理的γ4没有意义．这显示在VaＲ和ES 2种风险度量
中的置信水平不在一个度量单位上，且 γ2、γ3 与 γ5

都是关于 γ1 的增函数． 取 γ1 = 0． 950 0，则 γ2 =
γ3 = 0． 800 0，γ5 = 0． 917 1． 设{ x1，x2，…，xn} 是总

体的样本观测值，利用经验分布函数 Fn ( x) 替换总
体分布函数 FX ( x) ，得到各类保费计算原理的保费
估计．在100 000 次重复模拟下，计算保费估计的最
小值、最大值、均值、中位数、标准差等，得到如表 10
所示的结果．

表 10 基于 VaＲ的各类保费计算原理的保费估计的标准差比较

统计量
保费原理

VaＲ TVaＲ CTE ES CVaＲ
最小值 1． 221 1． 185 1． 185 0． 205 0． 201
中位数 633 146 146 0． 600 6 696
均值 852 443 443 0． 659 4 689
最大值 17． 345 200． 973 200． 973 40． 212 497． 180
标准差 1． 208 1． 700 1． 700 0． 336 9 574
极差 16． 124 199． 788 199． 788 40． 008 496． 979

从表 10 的结果分析，ES 保费原理的保费估计
的标准差最小，其他保费计算原理的保费估计的标

准差从小到大的顺序依次是 VaＲ 保费原理、TVaＲ
保费原理、CTE保费原理、CVaＲ保费原理．与前面 9
种常用保费原理不同，基于 VaＲ的各类保费原理的
保费估计的标准差波动都比较大，且与在 VaＲ 取值
相等时的 ES的置信度系数 γ4 均为负值，在实际中

没有意义．同时，VaＲ 保费原理不能满足次可加性．
因此，在实际使用时推荐选用 TVaＲ 保费原理和
CTE保费原理．

5 总结

本文详细介绍了保费计算原理的性质，对在非

寿险精算中常用的保费计算原理进行了综述，并分

析了各种保费计算原理满足的性质． 同时根据保费
估计的方差最小原则和 Bootstrap 抽样方法探讨了
各种保费计算原理的最优性． 保费计算原理的选取
是非寿险保险公司的重要内容，同时也是非寿险精
算学研究的热门课题．著名精算学者 H． Bühlmann、
H． U． Gerber 和 V． Ｒ． Young 等都对各种保费计算
原理进行过探索和分析［3，5，17］． 近年来，更多学者探
讨了给定保费计算原理中风险保费的统计推断
问题［18-25］．
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The Comparison and Optimality Analysis of
Insurance Premium Calculation Principles

ZHANG Yi
( School of Finance，Jiangxi Normal University，Nanchang Jiangxi 330022，China)

Abstract: The principle of premium calculation is the theoretical basis for insurance companies to price premiums．
For non-life insurance companies，the selection of premium principles plays a vital role． According to the properties
needed to satisfy of the principle of premium calculation，this article reviews and compares the theories and practical
applications of the premium calculation principle commonly used in non-life insurance． Based on the standard devia-
tion criterion，the optimality of various premium calculation principles is analyzed． Finally，the Bootstrap method is
used to resample the Danish fire insurance loss data，and the optimality of the insurance premium principle is veri-
fied again based on the resampled data．
Key words: premium calculation principle; risk measurement; optimality; Bootstrap; VaＲ
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