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摘要：针对在实际测验中各等级的猜测参数、失误参数可能存在不一致性问题，该文提出等级反应模型的

改进模型．以 ２ 等级项目为例，通过模拟数据检验模型发现：使用 ４ 参数 ＧＲＭ 模型估计参数的误差随着

猜测参数和失误参数的各个不一致性而增大，而改进后的模型具备更好的稳定性．在实际的地理测验中，
发现等级反应项目中的猜测度较低，但失误现象明显，并且参数之间的差异性较大，不可以忽略．
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０　 引言

随着学科融合发展，ＩＲＴ 开始被应用在临床医

学［１⁃４］、经济管理［５⁃７］、体育［８⁃９］等，不再局限于教育

与心理测量中． 并且现代蓬勃发展的统计学、计算

机科学和数据科学进一步为 ＩＲＴ 的发展注入活力，
庞大的数据量与计算量不再是阻碍，估计精度有了

明显提高．这些需求与条件促使研究者要根据实际

情况选择适当的模型，或发展新的模型． 目前的项

目反应理论模型已有 ２０ 多种，需考虑什么样的模型

更能拟合好实测数据．
近些年， 国内研究者越来越关注心理测验中的

４ＰＬＭ，关于 ４ＰＬＭ的理论与应用研究相继取得一些

研究成果．如刘玥等［１０］选取了来自心理测验和成就

测验的实际数据，分别采用传统模型和 ４ＰＬＭ 进行

拟合，这说明 ４ＰＬＭ 能够显著提高模型对心理测验

和成就测验数据的拟合性．金英姿等［１１］同样在语言

测验中发现一些项目确实存在睡眠现象，加入失误

参数进行数据拟合非常必要．
４ＰＬＭ主要应用在 ０⁃１ 评分分项目中，然而在许

多测评被试潜在特质的案例中，情况不仅限于被试

样本回答了一组由一定数量的 ０⁃１ 评分项目组成的

问卷，得到的结果也不只是一系列代表“正确”或
“错误”的反应．如果需衡量某种仅出现在深度的思

考过程中的潜在特质，则需提前准备具有复杂推理

过程的项目，根据被试在评分标准中所体现的目标

的达成程度对项目进行评分，这类题目被称作多级

评分题． Ｓａｍｅｊｉｍａ 提出的等级反应模型（ ｇｒａｄｅ ｒｅ⁃
ｓｐｏｎｓｅ ｍｏｄｅｌ，ＧＲＭ）在多级评分形式的测验中已被

广泛使用．
传统 ＧＲＭ实质是在单、双参数 Ｌｏｇｉｓｔｉｃ 模型框

架下建立的，但 ４ＰＬＭ 的优势促使某些研究者对等

级反应项目的猜测现象和失误现象进行研究． 陈青

等［１３⁃１４］基于 ＧＲＭ，在保持 ＧＲＭ的特性（项目等级难

度递增）的条件下，将猜测参数融合到项目的整体

参数中，即认为被试在完成多级评分试题的整个过

程中，各个等级的猜测程度应该是不变的． 之后，简
小珠等［１５］ 同样将失误参数作为项目参数融合到

ＧＲＭ中，而猜测参数的概率均匀分配到各个项目特

征函数中，用它们反映多级记分试题上的猜测现象

和失误现象，从而使得被试能力高估现象和低估现



象得到了有效的纠正．
ＧＲＭ作为一个减法模型，在参数估计时难以保

证相减所导出的差为非负值． 上述模型的每个项目

只包含一个猜测参数或失误参数的约束，虽然保证

了 ＧＲＭ概率必须非负的要求，也造成了当多级计

分项目的等级参数不一致时难以拟合的困境． 为了

反映多级计分项目各等级的相对独立性和差异性，
区别于各等级猜测参数、失误参数一致的模型（本
文记为 ４ＰＬ⁃ＧＲＭ），探究等级参数的差异性，本文提

出一种改进的 ４ 参数等级反应模型 （本文记为

４ＮＰＬ⁃ＧＲＭ）．在坚持假设合理与继承等级模型的特

性的原则下，保证概率必须非负的规定，为各等级

赋予合理的等级参数，提高了模型的普适性和估计

结果的准确性．

１　 模型介绍

本文在 ＧＲＭ的基础上加入不一致的猜测参数

ｃ 和失误参数 γ，提出了等级反应模型的改进模型．
原理如下：

设存在一个有 Ｎ 个等级的项目，被试 α 的能力

为 θα，各个得分等级中的项目特征函数为 ４ 参数

Ｌｏｇｉｓｔｉｃ函数，则被试在项目上得分不低于 ｔ 分的概

率 Ｐ∗αｔ ＝ ｃｔ ＋ （γｔ － ｃｔ） ／ （１ ＋ ｅｘｐ（ － １． ７ａ（θα －
ｂｔ））），其中 ａ为项目的区分度，ｂｔ 是项目第 ｔ个等级

的难度值，且 ｂ１ ＜ ｂ２ ＜ … ＜ ｂＮ，ｃｔ 是项目第 ｔ 个等

级的猜测参数，且 ｃ１ ≥ ｃ２ ≥…≥ ｃＮ ≥０，γｔ 是项目

第 ｔ个等级的失误参数，且 １ ≥ γ１ ≥ γ２ ≥…≥ γＮ ．

　 　 令Ｐ∗α０ ＝ １，Ｐ∗α（Ｎ＋１） ＝ ０，可推出被试恰好得某分

的概率 Ｐαｔ ＝ Ｐ∗αｔ － Ｐ∗α（ ｔ ＋１），ｔ ＝ ０，１，２，…，Ｎ．

１． １　 模型的非负性证明

虽然 ４ＮＰＬ⁃ＧＲＭ 给各等级赋予不同的猜测参

数和失误参数，但在上述参数的约束下，依然可以

证明相减所导出的差为非负值，没有违背概率必须

非负的规定，以下是证明过程．
由于

Ｐ∗αｔ ＝ ｃｔ ＋ （γｔ － ｃｔ） ／ （１ ＋ ｅｘｐ（ － １． ７ａ（θα －
ｂｔ）））， （１）
对式（１） 的 ｃｔ 求偏导可得

∂Ｐ∗αｔ ／ ∂ｃｔ ＝ １ － （１ ＋ ｅｘｐ（ － １．７ａ（θα － ｂｔ））） －１， （２）
对式（１） 的 γｔ 求导可得

∂Ｐ∗αｔ ／ ∂γｔ ＝ （１ ＋ ｅｘｐ（ － １． ７ａ（θα － ｂｔ））） －１ ． （３）
由于 ｅｘｐ（ｘ） 恒大于 ０，故
０ ＜ （１ ＋ ｅｘｐ（ － １． ７ａ（θα － ｂｔ））） －１ ＜ １． （４）
结合式（２） ～ 式（４） 可得

∂Ｐ∗αｔ ／ ∂ｃｔ ＞ ０， （５）
∂Ｐ∗αｔ ／ ∂γｔ ＞ ０． （６）

又由于 ｃ１ ≥ ｃ２ ≥ … ≥ ｃＮ ≥ ０，１ ≥ γ１ ≥
γ２ ≥…≥γＮ，结合合式（５） 和式（６） 可得 Ｐ∗αｔ ≥
Ｐ∗α（ ｔ ＋１），即 Ｐαｔ ≥ Ｐ∗αｔ － Ｐ∗α（ ｔ ＋１），证毕．

通过图形描述， 可以更进一步了解 ４ＮＰＬ⁃ＧＲＭ
的特点． 图 １ 给出了一个 ３ 等级的项目运算特征曲

线和项目等级反应曲线，并给出该项目去除猜测参

数和失误参数后的相应 ＧＲＭ 曲线，以供比较研究．
参数 ａ ＝ １． ００，ｂ ＝ （ － １． ００，０． ００，１． ５０），ｃ ＝ （０． ２０，
０． １０，０． ０５），γ ＝ （０． ９５，０． ９０，０． ８０） ．
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图 １　 ３ 等级项目的项目运算特征曲线和项目等级反应曲线
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　 　 传统 ＧＲＭ的项目运算特征曲线是由 ２ＰＬＭ 的

项目反应曲线组合而成，而 ４ＮＰＬ⁃ＧＲＭ采用 ４ＰＬＭ，
其上下渐进值不再固定为 １ 和 ０，而是同时逐级递

减．因此，观察图 １ 的特征曲线，随着等级数增加，传
统 ＧＲＭ 的 特 征 曲 线 表 现 为 简 单 向 右 平 移，
４ＮＰＬ⁃ＧＲＭ则可以被近似看作向右下方平移． 因为

４ＮＰＬ⁃ＧＲＭ较 ＧＲＭ增加了逐级向下平移的趋势，在

相邻２级相减构建项目等级反应曲线中，４ＮＰＬ⁃ＧＲＭ
的各级曲线左右渐进值必定远离０值，图１中３等级

项目的等级反应曲线清晰地展现出这种特点．

１． ２　 模型的比较

为探究等级猜测参数与失误参数的存在必要

性与差异性的影响，表 １ 展示了 ４ 种模型的特征．

表 １　 各个模型的特征比较

模型 等级数 区分度 难度 猜测参数 失误参数

４ＰＬＭ １ 存在且唯一 存在且唯一 ｃ≥０ １ ≥ γ
ＧＲＭ ＞ １ 存在且唯一 ｂ１ ＜ ｂ２ ＜ … ＜ ｂＮ ｃ１ ＝ ｃ２ ＝ … ＝ ｃＮ ＝ ０ １ ＝ γ１ ＝ γ２ ＝ … ＝ γＮ

４ＰＬ⁃ＧＲＭ ＞ １ 存在且唯一 ｂ１ ＜ ｂ２ ＜ … ＜ ｂＮ ｃ１ ＝ ｃ２ ＝ … ＝ ｃＮ ≥０ １ ≥ γ１ ＝ γ２ ＝ … ＝ γＮ

４ＮＰＬ⁃ＧＲＭ ＞ １ 存在且唯一 ｂ１ ＜ ｂ２ ＜ … ＜ ｂＮ ｃ１ ≥ ｃ２ ≥…≥ ｃＮ ≥０ １ ≥ γ１ ≥ γ２ ≥…≥ γＮ

　 　 ４ＰＬ⁃ＧＲＭ从传统的 ＧＲＭ 发展而来，同样是一

个减法模型，用减法模型来描述这个多级评分项

目．其参数分成 ２ 类，一类是描述等级的，如难度参

数；另一类是描述整个项目的，如区分度参数，猜测

参数和失误参数．对于 ４ＰＬ⁃ＧＲＭ，当等级数为 １ 时，
模型简化成 ４ＰＬＭ，而当 ｃ１ ＝ ｃ２ ＝ … ＝ ｃＮ ＝ ０ 且

γ１ ＝ γ２ ＝ … ＝ γＮ ＝ １ 时，模型又简化为 ＧＲＭ．因
此，该模型相较传统的 ＧＲＭ 拟合能力和普适性更

强．而本文提出的４ＮＰＬ⁃ＧＲＭ继承了４ＰＬ⁃ＧＲＭ引入

猜测参数和难度参数的优点，在面对实际测验中多

级反应项目（如当项目各选项考察的内容不一样）
时，４ＮＰＬ⁃ＧＲＭ突破了猜测参数和失误参数必须一

致的限制，将它们考虑为等级参数，Ｎ 个等级就会有

Ｎ 个猜测和失误参数，当 ４ＮＰＬ⁃ＧＲＭ 的各等级猜测

参数和失误参数相同时，可以简化为 ４ＰＬ⁃ＧＲＭ． 因
此，４ＮＰＬ⁃ＧＲＭ进一步拓广了适用范围．

２　 项目参数和潜在能力的条件估计

２． １　 项目参数条件估计

为了检验各模型的拟合性能，使用固定项目参

数的设计方法．假定被试能力值 θ ～ Ｎ（０，１），被试

个数设为４０ ０００，设计３个由１００道２级试题组成的

测验． 其中，１ 号测验 ａ ～ Ｕ（０． ７，３． ５），ｂｔ ～ Ｎ（０，
１），ｂ１ ＜ ｂ２；２ 号测验在 １ 号测验的基础上增加项目

猜测参数 ｃ ～ Ｂｅｔａ（３，１７）和失误参数 γ ～ Ｂｅｔａ（１７，
３）；３号测验在１号测验的基础上增加等级猜测参数

ｃｔ ～ Ｂｅｔａ（３，１７）、ｃ１ ≥ ｃ２ 和等级失误参数 γｔ ～
Ｂｅｔａ（１７，３）、γ１ ≥ γ２ ．

模拟被试作答：满分为 ２ 分的多级记分试题，被
试得 ０ 分及 ０ 分以上（即 ０ 分，１ 分，２ 分） 的概率为

Ｐ∗α０ ＝ １，被试得 １分及 １分以上（即 １分和 ２分） 的

概率为 Ｐ∗α１ ＝ ｃ１ ＋ （γ１ － ｃ１） ／ （１ ＋ ｅｘｐ（ － １． ７ａ（θα －
ｂ１））），被试得满分 ２ 分的概率为 Ｐ∗α２ ＝ ｃ２ ＋ （γ２ －
ｃ２） ／ （１ ＋ ｅｘｐ（ － １． ７ａ（θα － ｂ２））） ． 由此进一步得

出，被试恰好得 １ 分的概率为 Ｐα１ ＝ Ｐ∗α１ － Ｐ∗α２，被试

恰好得０分的概率为Ｐα０ ＝ １ － Ｐ∗α１，依据被试在试题

上的作答概率， 通过蒙特卡洛模拟方法产生被

试得分．
估计方法采用适用条件广泛、原理简单的三点

法［１６］，并结合潜在能力真值进行极大似然估计，得
到项目参数． 最后，为了比较 ３ 种模型的偏差和返真

性能，需要比较估计参数与真值，计算以下 ３ 种指

标： 平均偏差 （ｍｅａｎ ｅｒｒｏｒ，ＭＥ）， 平均绝对误差

（ｍｅａｎ ａｂｓｏｌｕｔｅ ｅｒｒｏｒ，ＭＡＥ） 和 均 方 根 误 差 （ｒｏｏｔ
ｍｅａｎ ｓｑｕａｒｅｄ ｅｒｒｏｒ，ＲＭＳＥ） ．

ＭＥ ＝ ∑
ｍ

ｊ ＝ １
（ｘ∗ｊ － ｘ ｊ） ／ ｍ，

ＭＡＥ ＝ ∑
ｍ

ｊ ＝ １
ｘ∗ｊ － ｘ ｊ ／ ｍ，

ＲＭＳＥ ＝ ∑
ｍ

ｊ ＝ １
（ｘ∗ｊ － ｘ ｊ） ２ ／ ｍ，

其中 ｘ∗ｊ 和 ｘ ｊ 分别表示模拟数据第 ｊ个项目参数的估

计值和真值，评价结果见表 ２．
考察 １ 号测验估计结果的返真性，使用各个模

型的 ＭＡＥ 与 ＲＭＳＥ 指标进行比较，得到最大平均绝对

误差ＭＡＥ（ｂ１） ＝ ０． ０３１ ７，最大均方根误ＲＭＳＥ（ｂ１） ＝
０． １５０ ７，这些评价指标明显均在正常范围内，返真

效果较好， 这说明 １ 号测验数据适宜被 ＧＲＭ、
４ＰＬ⁃ＧＲＭ和 ４ＮＰＬ⁃ＧＲＭ同时拟合．仅对比区分度和

难度参数的返真效果，ＧＲＭ的ＭＡＥ 与 ＲＭＳＥ 整体小于
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４ＰＬ⁃ＧＲＭ，４ＰＬ⁃ＧＲＭ 的 ＭＡＥ 与 ＲＭＳＥ 又整体小于

４ＮＰＬ⁃ＧＲＭ，这说明在适用的基础上，模型拟真效果

是不同的，对 １ 号测验数据返真性排序为 ＧＲＭ ＞
４ＰＬ⁃ＧＲＭ ＞ ４ＮＰＬ⁃ＧＲＭ．

表 ２　 各个测验的评价结果

数据 模型 评价指标 ａ ｂ１ ｂ２ ｃ１ ｃ２ γ１ γ２

１ 号

ＧＲＭ
ＭＥ 　 ０． ０００ ３ － ０． ０２０ ４ 　 ０． ００１ ６
ＭＡＥ 　 ０． ０２０ ０ 　 ０． ０２５ ９ 　 ０． ００５ ９
ＲＭＳＥ 　 ０． ０４５ ４ 　 ０． １３９ ０ 　 ０． ００９ １

４ＰＬ⁃ＧＲＭ
ＭＥ 　 ０． ００６ ４ － ０． ０２１ １ 　 ０． ００１ ８ 　 ０． ０００ ５ ０． ０００ ５ － ０． ０００ ４ － ０． ０００ ４
ＭＡＥ 　 ０． ０２０ ５ 　 ０． ０２６ ７ 　 ０． ００６ ５ 　 ０． ０００ ５ ０． ０００ ５ 　 ０． ０００ ４ 　 ０． ０００ ４
ＲＭＳＥ 　 ０． ０４５ ８ 　 ０． １４９ ６ 　 ０． ００９ ６ 　 ０． ００２ ０ ０． ００２ ０ 　 ０． ００１ ４ 　 ０． ００１ ４

４ＮＰＬ⁃ＧＲＭ
ＭＥ 　 ０． ０１２ ３ － ０． ０１５ ６ － ０． ００４ ４ 　 ０． ００４ ７ ０． ０００ ７ － ０． ０００ ６ － ０． ００５ ５
ＭＡＥ 　 ０． ０２４ １ 　 ０． ０３１ ７ 　 ０． ００９ １ 　 ０． ００４ ７ ０． ０００ ７ 　 ０． ０００ ６ 　 ０． ００５ ５
ＲＭＳＥ 　 ０． ０４７ ３ 　 ０． １５０ ７ 　 ０． ０１８ ２ 　 ０． ０１２ １ ０． ００２ １ 　 ０． ００２ ９ 　 ０． ０１９ ６

２ 号

ＧＲＭ
ＭＥ － １． ５３０ ０ － ０． １４９ ５ － ０． ０００ １
ＭＡＥ 　 １． ５３０ ０ 　 ０． ３１４ ５ 　 ０． ２７１ ６
ＲＭＳＥ 　 １． ７００ ２ 　 ０． ５４３ ２ 　 ０． ３７９２

４ＰＬ⁃ＧＲＭ
ＭＥ 　 ０． ００８ ６ － ０． ００２ ５ － ０． ００１ ０ 　 ０． ０００ ３ ０． ０００ ３ － ０． ０００ ６ － ０． ０００ ６
ＭＡＥ 　 ０． ０４９ ２ 　 ０． ０１３ ０ 　 ０． ０１１ ５ 　 ０． ００３ ５ ０． ００３ ５ 　 ０． ００３ ３ 　 ０． ００３ ３
ＲＭＳＥ 　 ０． ０７０ ２ 　 ０． ０２０ ７ 　 ０． ０１６ ８ 　 ０． ００５ ２ ０． ００５ ２ 　 ０． ００５ ７ 　 ０． ００５ ７

４ＮＰＬ⁃ＧＲＭ
ＭＥ 　 ０． ０１１ ０ 　 ０． ００２ ９ － ０． ００４ ６ 　 ０． ００２ ７ ０． ０００ ７ － ０． ０００ ５ － ０． ００２ ８
ＭＡＥ 　 ０． ０５１ ４ 　 ０． ０１５ ３ 　 ０． ０１５ ２ 　 ０． ００８ ６ ０． ００３ ２ 　 ０． ００３ ３ 　 ０． ００８ ３
ＲＭＳＥ 　 ０． ０７２ ８ 　 ０． ０２２ ５ 　 ０． ０２５ ３ 　 ０． ０１４ ４ ０． ００４ ６ 　 ０． ００５ ２ 　 ０． ０１５ １

３ 号

ＧＲＭ
ＭＥ － １． ４１７ ０ － ０． ２３６ ０ 　 ０． ２８３１
ＭＡＥ 　 １． ４１７ ０ 　 ０． ３１２ ４ 　 ０． ３４４ １
ＲＭＳＥ 　 １． ５７８ ２ 　 ０． ３９９ ０ 　 ０． ４４４ ６

４ＰＬ⁃ＧＲＭ
ＭＥ － ０． ３５６ ０ － ０． １３９ ６ 　 ０． １７４ ２ － ０． ０８０ ３ ０． ００５ ６ － ０． ００２ ５ 　 ０． ０８９ １
ＭＡＥ 　 ０． ３５６ ４ 　 ０． １３９ ８ 　 ０． １７５ ０ 　 ０． ０８０ ４ ０． ０１３ ８ 　 ０． ０１２ ９ 　 ０． ０８９ １
ＲＭＳＥ 　 ０． ４９２ ６ 　 ０． １８２ ８ 　 ０． ２５８ ８ 　 ０． １０１ ４ ０． ０１９ ４ 　 ０． ０１８ ４ 　 ０． １１７ ０

４ＮＰＬ⁃ＧＲＭ
ＭＥ 　 ０． ００３ ７ 　 ０． ００１ ４ － ０． ００１ １ 　 ０． ００１ ３ ０． ０００ １ － ０． ０００ ４ － ０． ００１ ６
ＭＡＥ 　 ０． ０４１ ８ 　 ０． ０１８ ２ 　 ０． ０１５ ７ 　 ０． ００８ ９ ０． ００３ ３ 　 ０． ００３ ４ 　 ０． ００７ ７
ＲＭＳＥ 　 ０． ０５５ ３ 　 ０． ０３３ ０ 　 ０． ０２４ ３ 　 ０． ０１６ ３ ０． ００５ ２ 　 ０． ００６ ５ 　 ０． ０１２ ７

　 　 考察 １ 号测验估计结果的偏向性，比较各模型

的区分度和难度参数的 ＭＥ 和 ＭＡＥ 后发现， ＭＥ 均

明显小于ＭＡＥ，这表明ＧＲＭ、４ＰＬ⁃ＧＲＭ和４ＮＰＬ⁃ＧＲＭ对

１ 号测验数据的参数估计无显著偏向．
考察 ２ 号测验估计结果的返真性，使用各个模

型的ＭＡＥ 与 ＲＭＳＥ 指标进行比较，得到４ＰＬ⁃ＧＲＭ最大

平均绝对误差 ＭＡＥ（ａ） ＝ ０． ０４９ ２，最大均方根误差

ＲＭＳＥ（ａ） ＝ ０． ０７０ ２；得到 ４ＮＰＬ⁃ＧＲＭ最大平均绝对

误差ＭＡＥ（ａ） ＝ ０．０５１ ４，最大均方根误差 ＲＭＳＥ（ａ） ＝
０． ０７２ ８，这些评价指标均在正常范围内，返真效果

优秀． 以上结果说明 ２ 号测验数据适宜被 ４ＰＬ⁃ＧＲＭ
和４ＮＰＬ⁃ＧＲＭ同时拟合，而ＧＲＭ是最大平均绝对误

差 ＭＡＥ（ａ） ＝ １． ５３０ ０，最大均方根误差 ＲＭＳＥ（ａ） ＝
１． ７００ ２，这些评价指标显著超出正常范围，结合估

计参数与模拟数据进行卡方检验 （显著性水平

０． ０５），检验通过率为 ０％ ，这说明 ２ 号测验数据完

全无法被 ＧＲＭ 拟合． 比较 ４ＰＬ⁃ＧＲＭ 和 ４ＮＰＬ⁃ＧＲＭ

的区分度和难度参数的返真效果，４ＰＬ⁃ＧＲＭ 的 ＭＡＥ

与 ＲＭＳＥ 整体小于 ４ＮＰＬ⁃ＧＲＭ，因此对 ２ 号测验数据

表现为 ４ＰＬ⁃ＧＲＭ ＞ ４ＮＰＬ⁃ＧＲＭ．
考察 ２ 号测验估计结果的偏向性，比较各模型

的区分度和难度参数的ＭＥ 和ＭＡＥ 后发现，４ＰＬ⁃ＧＲＭ
和 ４ＮＰＬ⁃ＧＲＭ各估计参数的 ＭＥ 均明显小于 ＭＡＥ，
这表现出 ４ＰＬ⁃ＧＲＭ和 ４ＮＰＬ⁃ＧＲＭ对 ２ 号测验数据

的参数估计的无偏向性， 而 ＧＲＭ 的 ＭＡＥ（ａ） ＝
１． ５３０ ０，ＭＥ（ａ） ＝ － １． ５３０ ０，ＧＲＭ表现出对 ２号测

验数据的区分度估计有显著偏向，且偏向为负，即
ＧＲＭ区分度估计值相较于真值明显偏低．

考察 ３ 号测验估计结果的返真性，使用各个模

型的ＭＡＥ 与ＲＭＳＥ 指标进行比较，得到ＧＲＭ最大平均

绝对误差 ＭＡＥ（ａ） ＝ １． ４１７ ０， 最大均方根误差

ＲＭＳＥ（ａ） ＝ １． ５７８ ２，这些评价结果显著超出正常范

围，卡方检验通过率仅为 １％ ． 因此，３ 号测验数据完

全无法被 ＧＲＭ 拟合；４ＰＬ⁃ＧＲＭ 最大平均绝对误差
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ＭＡＥ（ａ） ＝ ０． ３５６ ４，最大均方根误差 ＲＭＳＥ（ａ） ＝
０． ４９２ ６，卡方检验通过率为 １９％ ． 因此，３ 号测验数

据可以被４ＰＬ⁃ＧＲＭ部分拟合．而４ＮＰＬ⁃ＧＲＭ最大平

均绝对误差 ＭＡＥ ＝ ０． ０４１ ８， 最大均方根误差

ＲＭＳＥ（ａ） ＝ ０． ０５５ ３，这些评价结果明显均在正常范

围内，卡方检验通过率为 ９１％ ． 比较以上模型，可以

说明 ３ 号测验数据仅适宜被 ４ＮＰＬ⁃ＧＲＭ拟合．
考察 ３ 号测验估计结果的偏向性，比较各模型

的区分度和难度参数的 ＭＥ 和 ＭＡＥ 发现，４ＮＰＬ⁃ＧＲＭ
的各估计参数 ＭＥ 均明显小于 ＭＡＥ， 这表现出

４ＮＰＬ⁃ＧＲＭ对 ３ 号测验数据的参数估计的无偏向

性．而ＧＲＭ的ＭＥ（ａ） ＝ － １．４１７ ０，ＭＡＥ（ａ） ＝ １．４１７ ０；
４ ＰＬ⁃ＧＲＭ的ＭＥ（ａ） ＝ －０ ． ３５６０，ＭＡＥ（ａ） ＝ ０ ． ３５６４，
ＭＥ（ｂ１） ＝ － ０． １３９ ６，ＭＡＥ（ｂ１） ＝ ０． １３９ ８，ＭＥ（ｂ２） ＝
０． １７４ ２，ＭＡＥ（ｂ２） ＝ ０． １７５ ０；ＧＲＭ表现出对 ２ 号测

验数据的区分度估计的显著偏向，４ＰＬ⁃ＧＲＭ表现出

对 ２ 号测验数据的区分度与难度估计的显著偏向，
即ＧＲＭ的区分度和４ＰＬ⁃ＧＲＭ的区分度与难度 ｂ１ 的
估计值，相较于真值明显偏低，４ＰＬ⁃ＧＲＭ 的难度 ｂ２
的估计值相较于真值明显偏高．

２． ２　 潜在能力条件估计

使用估计的项目参数，进行潜在能力的条件估

计，可以更直观地描述各个模型． 估计方法采取使

用较为广泛的后验期望估计法，该方法的优势是对

于极端的反应数据表现比较稳定且容易计算． θ 的

先验分布选取为标准正态分布，根据积分理论，求
积节点的个数越多，所求得的估计值就越准确，在
本实验中取为 ６０．

图 １展示了 ３种测验数据的 ＧＲＭ、４ＰＬ⁃ＧＲＭ和

４ＮＰＬ⁃ＧＲＭ的 ＭＥ（θ） 随 θ 的变化曲线（分 ２００ 组作

均匀光滑） ． 经仔细观察，可以发现以下现象：
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图 ２　 在 ３ 种测验数据下各模型的 ＭＥ 变化曲线

　 　 １）在１号测验数据中，各模型曲线近乎重合，并
具有相同的变化趋势；当 θ ＜ ２ 时，曲线稳定在 ０
值，将这种区间称作稳定区间，即此时估计值约为

真值；当 θ ＞ ２时，ＭＥ（θ）开始趋于负值，即估计值

较真值逐渐偏小．
２）在２ 号测验中，４ＰＬ⁃ＧＲＭ和４ＮＰＬ⁃ＧＲＭ曲线

重合并整体呈现单调递减的变化，当 θ ＜ １． ８时有

稳定区间；而当 θ ＞ １． ８ 时，它们的 ＭＥ（θ） 趋于负

值；当 θ ＜ － １． ８ 时，它们的 ＭＥ（θ） 趋于正值． 此时，
ＧＲＭ曲线不具备稳定区间并呈现振荡的特性，从
θ ＝ ０ 开始向右移动，ＭＥ（θ） 开始时缓慢趋于正值，
之后快速趋于负值，从 θ ＝ ０ 开始向左移动，ＭＥ（θ）
开始时缓慢趋于负值，之后快速趋于正值，这表明

ＧＲＭ对潜在能力估计是不稳定的． 当 θ ＞ ２ 时，

２ 类 曲线趋势相同，可以计算曲线之间间隔平均为

０． ５１７，即对比 ＧＲＭ、４ＰＬ⁃ＧＲＭ 和 ４ＮＰＬ⁃ＧＲＭ 使高

能力和低能力被试估计值得到了有效的纠正，矫正

值为 ０． ５１７．
３） 在 ３ 号测验中，ＧＲＭ、４ＰＬ⁃ＧＲＭ和 ４ＮＰＬ⁃ＧＲＭ

曲线表现为与 ２ 号测验相似的变化趋势，稳定区间

缩小为 θ ＜ １． ５． 当 θ ＞ １． ５时，曲线分离，可以计

算ＧＲＭ、４ＰＬ⁃ＧＲＭ曲线间隔平均为０． ３８２． ４ＰＬ⁃ＧＲＭ和

４ＮＰＬ⁃ＧＲＭ曲线间隔平均为０． １６１，即 ４ＰＬ⁃ＧＲＭ 在

ＧＲＭ的基础上平均矫正高能力和低能力被试估计

值为 ０． ３８２，４ＮＰＬ⁃ＧＲＭ继续在 ４ＰＬ⁃ＧＲＭ 的基础上

平均矫正估计值为 ０． １６１．
４） 综合 ３种测试条件可以发现，ＧＲＭ对 １号测
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验的估计最具优势，４ＰＬ⁃ＧＲＭ对 ２ 号测验的估计最

具优势，但整体来说，４ＮＰＬ⁃ＧＲＭ表现出了最好的稳

定性与估计无偏性．

３　 ４ＰＬ⁃ＧＲＭ 的估计偏差

当 ４ＰＬ⁃ＧＲＭ拟合带有猜测和失误等级参数差

异性的项目时，区分度和难度参数会整体偏移，为
了进一步分析等级参数差异性导致的估计参数的

变化趋势，此实验分为 ２ 类．第 １ 类实验探究猜测参

数的差异性引起的估计偏差，故固定 ａ ＝ １． ５，γ１ ＝

γ２ ＝ １，ｃ２ ＝ ０，ｃ１ 由 ０到 ０． ４以 ０． ０４的间隔递增． 第
２ 实验探究失误参数的差异性引起的估计偏差，故
固定 ａ ＝ １． ５，ｃ１ ＝ ｃ２ ＝ ０，γ１ ＝ １，γ２ 由 １到 ０． ６以
０． ０４ 的间隔递减．考虑到难度参数对实验的重要影响，
因此取３个水平，ｂ１ ＝ － １．５且 ｂ２ ＝ － ０． ５，ｂ１ ＝ － ０􀆰 ５
且 ｂ２ ＝ ０． ５，ｂ１ ＝ ０． ５ 且 ｂ２ ＝ １． ５．

图 ２ 和图 ３ 展示了在 ３ 种难度水平下的

４ＰＬ⁃ＧＲＭ的区分度和难度参数估计的偏差随等级

参数差异值的变化曲线． 经仔细观察， 可以发现以

下现象：
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图 ４　 失误参数变化下的估计偏差

估
计

偏
差

估
计

偏
差

估
计

偏
差

图 ５　 在猜测参数变化下的估计偏差

　 　 １） 结合图 １ 和图 ２ 的共同特点，发现等级参数

的差异性和难度的移动变化均会改变区分度和难

度的偏差，使之单调变化，但单调性不变． 自猜测或

失误参数的差异开始增加，估计值 ａ、ｂ１ 的偏离值单

调不增，ｂ２ 偏离值单调不减，这与估计项目参数实验

的数据与结论保持一致．

２） 图 １ 和图 ２ 表现不同的是，失误参数差异增

大的情况下，随着项目难度增大，ａ、ｂ１、ｂ２ 的曲线表

现愈来愈平缓． 相反，在猜测参数差异增大的情况

下，随着项目难度增大，ａ、ｂ１、ｂ２ 的曲线表现愈来愈

陡峭，这说明对于难度越低的 ２等级项目，４ＰＬ⁃ＧＲＭ
对失误参数差异性的变化越敏感，参数的估计值也
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越接近真值，而 ４ＰＬ⁃ＧＲＭ对猜测参数差异性的变化

越迟钝，ａ、ｂ１、ｂ２ 参数的估计值也越远离真值．
３） 对比 ｂ１、ｂ２，即使同是难度参数，偏离方向和

程度都不同，在图１中 ｂ２较 ｂ１的曲线更加陡峭，在图

２中 ｂ２ 较 ｂ１ 的曲线更加平缓． 这说明，不同等级参数

的差异性对每个等级的难度参数估计的干扰也不

相同，失误参数的差异性对 ｂ２ 的影响比 ｂ１ 更加大，
猜测参数的差异性对 ｂ１ 的影响比 ｂ２ 更大．

４　 实测分析

４． １　 实测方法

在实践中，能力参数和项目参数都未知，需要

同时对能力和项目参数进行估计，在这种情况下可

采用Ｒ软件平台的ｍｉｒｔ包提供的ＭＣＥＭ算法估计项

目参数与能力参数． 尽管 ｍｉｒｔ 包并没有直接提供

４ＰＬ⁃ＧＲＭ模型和 ４ＮＰＬ⁃ＧＲＭ模型，但由于等级反应

模型本质是由 Ｌｏｇｉｓｔｉｃ 模型组合而成，因此一个多

级计分类型项目数据也可以逆向转化为多个 ０⁃１ 计

分类型项目数据（以表 ３为例，项目由 ０，１，２，３，４计
分），利用 ｍｉｒｔ包已经提供的 ４ＰＬ模型，同时限制参

数条件，可以间接得到 ４ＰＬ⁃ＧＲＭ模型和 ４ＮＰＬ⁃ＧＲＭ
模型的估计结果． 为了检验估计方法的质量，并分

别对比 ４ＮＰＬ⁃ＧＲＭ与 ４ＰＬ⁃ＧＲＭ，ＧＲＭ的性能，需要

进行模拟测验的估计．
表 ３　 得分转换表

得分 转换后

０ ０ ０ ０ ０
１ １ ０ ０ ０
２ １ １ ０ ０
３ １ １ １ ０
４ １ １ １ １

　 　 设计 ３类由 ０⁃１ 评分题，２等级题，４等级题和 ６
等级题各５道，和１０ ０００个被试 θ ～ Ｎ（０，１）组成的

测验． 在 １ 类测验中，ａ ～ Ｕ（０． ７，３． ５），ｂｔ ～ Ｎ（０，
１），ｂ１ ＜ ｂ２ ＜ … ＜ ｂＮ，２类测验是在１类测验的基础

上增加项目猜测参数 ｃ ～ Ｂｅｔａ（３，１７） 和失误参数

γ ～ Ｂｅｔａ（１７，３），３类测验是在 １类测验的基础上增

加等级猜测参数 ｃｔ ～ Ｂｅｔａ（３，１７），ｃ１ ≥ ｃ２ ≥ … ≥
ｃＮ ≥０和等级失误参数 γｔ ～ Ｂｅｔａ（１７，３），１ ≥ γ１ ≥
γ２ ≥…≥γＮ ． 模拟实验重复１０次，取得估计参数相

应的评价结果均值见表 ４．

表 ４　 模拟数据的评价结果

数据 模型 指标 ａ ｂ ｃ γ θ

１
ＧＲＭ

ＭＡＥ ０． ０３２ ４ ０． ０１２ ４ ０． ０００ ０ ０． ０００ ０ ０． １１０ ６
ＲＭＳＥ ０． ０５１ ０ ０． ０１７ ２ ０． ０００ ０ ０． ０００ ０ ０． １４９ ６

４ＮＰＬ⁃ＧＲＭ
ＭＡＥ ０． ０４８ １ ０． ０１８ ６ ０． ００４ ６ ０． ００４ ９ ０． １１１ ０
ＲＭＳＥ ０． ０６５ ６ ０． ０３５ ２ ０． ０１９ ６ ０． ０１９ ３ ０． １５０ ４

２
４ＰＬ⁃ＧＲＭ

ＭＡＥ ０． １０２ ５ ０． ０２４ ６ ０． ００６ ９ ０． ００７ １ ０． １７６ ７
ＲＭＳＥ ０． １３９ ５ ０． ０３４ ９ ０． ０１３ １ ０． ０１２ ５ ０． ２３６ ８

４ＮＰＬ⁃ＧＲＭ
ＭＡＥ ０． １１７ ２ ０． ０４９ ６ ０． ０１６ ５ ０． ０１５ ８ ０． １７７ １
ＲＭＳＥ ０． １５９ ４ ０． ０９９ ９ ０． ０３６ ７ ０． ０３３ ７ ０． ２３７ ７

３ ４ＮＰＬ⁃ＧＲＭ
ＭＡＥ ０． １１７ ０ ０． ０３７ ２ ０． ０１４ ７ ０． ０１７ １ ０． １７４ ４
ＲＭＳＥ ０． １５７ ７ ０． ０６３ ４ ０． ０３１ ６ ０． ０４４ ３ ０． ２３５ ２

　 　 从表 ４的结果来看，ＭＣＥＭ算法配合 ４ＮＰＬ⁃ＧＲＭ

对 ３ 类测验均能有效估计， 但如果与 ＧＲＭ 或

４ＰＬ⁃ＧＲＭ对比会发现，４ＮＰＬ⁃ＧＲＭ的各项参数估计

ＲＭＳＥ 与 ＭＡＥ 更大，而且 １０次模拟实验估计结果都表

明：ＧＲＭ对１类测验，４ＰＬ⁃ＧＲＭ对２类测验的估计优

势是 ４ＮＰＬ⁃ＧＲＭ无法企及的．这种现象的出现可以

被认为是由于 ４ＮＰＬ⁃ＧＲＭ追求模型的普适性，模型

参数的增加导致估计结果出现不可避免的精

度损失．

４． ２　 实测数据

对 ２０２０ 年某省的地理测验进行实测数据分析，
数据包含 ５１ ２３８ 名考生，１７ 道 ０⁃１ 评分题（包括 １５
道多项选择题） 和 ４ 道 ２ 等级题，２ 道 ３ 等级和 ４ 等

级题，１ 道 ６ 等级和 ８ 等级题． 对数据的分析条件进

行检验，ＫＭＯ 检验统计量为 ０． ９６０，Ｂａｒｔｌｅｔｔ 球型检

验 ｐ ＝ ０． ０００，提取出的第 １ 个因子特征根为 ６． ６７，
第２个因子特征根为１． ２１，第１个因子与第２个因子

特征根比值为 ５． ５１，说明该试卷符合单维性假设，
取得实测参数估计结果的均值见表 ５．
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实测数据的具体估计结果显示，在 １０ 个多级计

分项目中，包括 ３６ 个等级猜测参数和失误参数，其
中猜测度低于 ０． ００４ 的参数有 ２５ 个， 占总体的

６９． ４％ ，等级项目猜测参数整体均值为 ０． ０２６ ６，而
猜测现象主要集中在多等级项目前２个等级中，第１
等级的猜测参数均值为 ０． ０５１ ３， 第 ２ 等级为

０． ０３３ ３，可以认为多级评分项目的猜测度较低，远
小于０⁃１计分项目的０． ２０１ ２，这与陈青等［１３］ 研究一

致．观察发现相邻等级猜测参数差异值共 ２６ 个，差
异值最大前１０平均为０． ０６１ ０，整体最大为０． １６７ ６，
因此猜测参数的差异性不可以忽略．

表 ５　 实测数据估计结果均值

ａ ｂ ｃ γ
０⁃１ 评分项目 １． ６５１ ４ － ０． ９７４ ９ ０． ２０１ ２ ０． ９３１ ９
多级评分项目 ２． １６１ ８ － ０． １６０ ２ ０． ０２６ ６ ０． ８５７ １

所有项目 １． ８４０ ５ － ０． ４４０ ２ ０． ０８１ ０ ０． ８８３ ０

　 　 而多级计分项目中失误现象较 ０⁃１ 计分项目更

加明显，其中失误参数低于 ０． ９４ 的有 １５ 个，低于

０． ９０ 的有 ９ 个，分别占总体的 ４１． ７％和 ２５． ０％ ，失
误现象主要集中在多等级项目最后 ２ 个等级中，最
后等级的失误参数均值为 ０． ７８１ ７，另一等级为

０． ８７６ ６，参数整体均值为 ０． ８５７ １，小于 ０⁃１ 计分项

目的 ０． ９３１ ９．观察发现相邻等级失误参数差异整体

平均为 ０． ０７５ ７，差异值最大前 １０ 均值为 ０． １７８ ２，
整体最大为 ０． ５１０ ４，因此失误参数和其差异性也不

可以忽略．
另外参数估计结果还显示了多级评分项目各

个等级的评价质量，其中 ８ 级计分项目的失误参数

分布为 １． ０００ ０、１． ０００ ０、１． ０００ ０、１． ０００ ０、１． ０００ ０、
０． ９９９ ９、０． ９９９ ８、０． ９９８ ６，而 ６ 级计分项目的失误

参数分布为 ０． ８９２ ２、０． ８３４ ９、０． ３２４ ６、０． ２８０ ５、
０． ０４８ ３、０． ０３５ ４，发现失误参数估计值异常低，检
查原始得分数据，按总分排名并筛选出前 ５． ６％的

被试，统计得分占比 （由低向高）：１． ０％ 、１． ０％ 、
３４． ５％ 、５． ５％ 、４８． １％ 、２． １％ 、７． ５％ ，高潜力被试的

高分比例不仅低，而且得分比例较分散，项目各等

级区别明显，因此在地理测验中，此 ６ 级计分项目使

用 ４ＮＰＬ⁃ＧＲＭ是必要的．

５　 讨论

由于在实际测验中多级反应项目十分复杂，比
如当项目各选项考察的内容不一样时，本文基于

ＧＲＭ提出了适用于等级参数不一致的 ４ＮＰＬ⁃ＧＲＭ．
根据模拟研究的结果表明：与 ＧＲＭ 和 ４ＰＬ⁃ＧＲＭ 相

比，４ＮＰＬ⁃ＧＲＭ 表现出更加优良的统计性质． 首先，
４ＮＰＬ⁃ＧＲＭ在 ３ 次测验中估计参数没有出现明显误

差，４ＰＬ⁃ＧＲＭ仅在具备等级参数差异性的 ３ 号测验

中出现较大误差，而 ＧＲＭ 的较大误差同时出现在

２、３ 号测验中．其次，４ＮＰＬ⁃ＧＲＭ 具有优秀的估计无

偏性，保证估计具有良好的精度．
相比之下，４ＰＬ⁃ＧＲＭ 的表现较差，据改变等级

参数差值的模拟研究的结果表明：等级猜测参数和

失误参数之间差异性越大，偏离程度越大，并且难

度较低的项目对失误参数差异性表现明显，难度较

高的项目对猜测参数差异性表现明显． 因此，当测

试的项目存在明显的等级猜测参数和失误参数差

异性时，不宜选用 ４ＰＬ⁃ＧＲＭ． 而使用 ＭＣＥＭ 算法同

时对能力和项目参数进行估计时发现，４ＮＰＬ⁃ＧＲＭ
为追求模型的普适性，模型参数的增加导致估计结

果出现不可避免的精度损失．因此，３ 种等级反应模

型各有优缺，需要根据实际情况谨慎选择．
最后，在实际的地理测验下，可以发现在等级

反应项目中猜测度较低，但失误现象明显，并且存

在猜测参数与失误参数各等级之间的差异性较大

的情况，不可以忽略．因此，使用 ４ＮＰＬ⁃ＧＲＭ 才能更

加全面地反映项目的各个等级的特性，评价各等级

质量，做出有效的测验编制和更加精确估计的潜在

能力估计．
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