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弱左型 Ｂ 半群的真覆盖
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摘要：弱型 Ｂ半群是在半富足半群范围内的广义逆半群．该文利用弱左型 Ｂ半群真覆盖的定义，给
出了弱左型 Ｂ半群真覆盖的相关性质．特别地，得到了相应于弱左型 Ｂ 半群作用在幂单幺半群上

的真覆盖的结构定理．
关键词：弱左型 Ｂ半群；真覆盖；Ｅ⁃酉的；幂单幺半群

中图分类号：Ｏ １５２． ７　 　 文献标志码：Ａ　 　 ＤＯＩ：１０． １６３５７ ／ ｊ． ｃｎｋｉ． ｉｓｓｎ１０００⁃５８６２． ２０２３． ０２． １０

０　 引言

近年来，越来越多的学者开始关注广义正则半

群的研究．一般而言，可以通过广义格林关系对广

义正则半群进行讨论和研究． Ｊ． Ｆｏｕｎｔａｉｎ［１］引入了富

足半群概念，自此，以格林∗⁃关系满足一定条件的

各种广义正则半群的研究引起了国内外学者的关

注［２⁃１２］ ． Ｍ． Ｖ． Ｌａｗｓｏｎ［１３］定义了格林 ～关系． 令 Ｓ 为

半群，并且∀ａ，ｂ∈ Ｓ，

ａＬ ｂ⇔（（∀ｅ ∈ Ｅ）ａｅ ＝ ａ⇔ｂｅ ＝ ｂ），ａＲ ｂ⇔

（（∀ｅ∈ Ｅ）ｅａ ＝ ａ⇔ｅｂ ＝ ｂ），Ｈ ＝ Ｌ ∧Ｒ ，
其中Ｅ（Ｓ）为 Ｓ的幂等元集合． Ｍ． Ｖ． Ｌａｗｓｏｎ［１３］ 提出

了一类广义的富足半群，即半富足半群． 称半群 Ｓ 为

半富足的，若 Ｓ 的每个 Ｌ 类和 Ｒ 类都包含幂等元．

特别地，若在半群 Ｓ 中每个 Ｒ 类都包含幂等元，则
称 Ｓ 为左半富足半群． 若左半富足半群 Ｓ 的幂等元

可交换，则称 Ｓ 为左半适当半群． 左半适当半群被称

为弱左型 Ｂ半群，若下列条件成立：

（ＷＢ１）Ｒ 是左同余；
（ＷＢ２）（∀ｅ，ｆ∈Ｅ（Ｓ１），ａ∈Ｓ）（ａｅｆ）＋ ＝ （ａｅ）＋ （ａｆ）＋；

（ＷＢ３）（∀ｅ∈ Ｅ（Ｓ），ａ∈ Ｓ）ｅ≤ ａ ＋ ⇔（∃ｆ∈
Ｅ（Ｓ１））ｅ ＝ （ａｆ） ＋ ．

易知，在 Ｓ 的每个 Ｒ 类中幂等元是唯一的，

故 ∀ａ∈ Ｓ，记 ａ ＋ 是与 ａ 具有格林关系 Ｒ 的唯一

幂等元 ．
Ｇ． Ｍ． Ｓ． Ｇｏｍｅｓ等［１４］ 研究了有限半群类的有限

真覆盖． ２００６年，Ｊ． Ｆｏｕｎｔａｉｎ等［１５］ 研究了在 ａｍｐｌｅ幺
半群上的真覆盖，同时也得到了任意 ａｍｐｌｅ 幺半群

都存在 ａｍｐｌｅ 真覆盖． 在此基础上，文献［１６］ 进一

步研究了在型 Ｂ半群上的真覆盖并且得到了一些结

果．众所周知，弱型 Ｂ半群是在半富足半群上广义的

型 Ｂ半群，基于此，本文研究了弱左型 Ｂ半群的真覆

盖，并得到一些结论．

１　 预备知识

引理 １［１］ 　 令 Ｓ 是半群，ａ，ｂ ∈ Ｓ，则以下条件

等价：

１）ａＲ ｂ；２）（∀ｅ∈ Ｅ（Ｓ））ｅａ ＝ ａ⇔ｅｂ ＝ ｂ．
引理 ２［１］ 　 令 Ｓ 是任意半群，ａ∈ Ｓ，ｅ∈ Ｅ（Ｓ），

则以下条件等价：

１）ａＲ ｅ；



２）ａ ＝ ｅａ 且∀ｆ∈ Ｅ（Ｓ），ａ ＝ ｆａ 蕴含 ｅ ＝ ｆｅ．

格林关系 Ｒ 是广义的 Ｒ∗ 关系． 在半群 Ｓ 中的

元素 ａ，ｂ，ａＲ ｂ当且仅当 ａ和 ｂ有相同的幂等左恒等

元． 显然，在任意半群中有Ｒ⊆Ｒ∗⊆Ｒ ，在正则半

群中有Ｒ ＝ Ｒ∗ ＝ Ｒ ． 在半群 Ｓ中，格林关系Ｒ和

Ｒ∗ 都是左同余，但 Ｒ 不一定是左同余．
定义１［６］ 　 令 Ｓ是弱左型Ｂ半群，按如下定义 Ｓ

的关系 σ：（ａ，ｂ） ∈ σ⇔（∃ｅ∈ Ｅ（Ｓ））ａｅ ＝ ｂｅ．
引理３［６］ 　 若 Ｓ为真的弱左型Ｂ半群，则σ为在

Ｓ 上的最小幂单同余．
定义２［６］ 　 令 Ｓ是任意弱左型Ｂ半群，则称 Ｓ为

真的，若 σ∩Ｒ ＝ ιＳ，其中 ιＳ 为在 Ｓ中的恒等关系．

下面给出一个弱左型 Ｂ 半群的例子．

例 １　 令 Ｓ ＝ ｛（ｘ） ２×２ ｘ∈ Ｎ｝∪ ｛（１ ／ ２） ２×２｝，
其中 Ｎ 为非负整数，（ｙ） ２×２ 是 ２ × ２ 的矩阵
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这里 ｙ∈ ｛Ｎ｝ ∪ ｛１ ／ ２｝ ． 显然，关于一般矩阵的乘

法，Ｓ 是半富足半群，且
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事实上，显然 Ｓ 的 Ｒ 类分别是 Ｓ ／ ｛（０） ２×２｝ 和

｛（０） ２×２｝ ． 另外，Ｅ（Ｓ）是半格，并且∀ａ∈Ｎ，ａ≠０，
有（ａ） ＋

２×２ ＝ （１ ／ ２） ２×２ ． 因此，根据左弱型 Ｂ半群的定

义容易得出 Ｓ 是弱左型 Ｂ半群．
定义 ３［１３］ 　 令 φ 为半群 Ｓ 到另一半群 Ｔ 的同

态，若∀ａ，ｂ∈ Ｓ，φ（ａ） ＝ φ（ｂ）蕴含 ａＲ （Ｓ）ｂ，则称

φ 为 Ｒ 同态．
定义４　 令 Ｓ为弱左型 Ｂ半群，Ｔ为真的弱左型

Ｂ半群． 称 Ｔ 为相应于 Ｓ 的真覆盖，若 φ 为 Ｔ 到 Ｓ 的

Ｒ 同态，且∀ｅ∈Ｅ（Ｓ），∃ｆ∈Ｅ（Ｔ），使得 ｅ ＝ φ（ｆ） ．
定义５　 令 Ｔ为真的弱左型Ｂ半群，若 Ｔ为相应

于弱左型 Ｂ半群 Ｓ 的真覆盖，Ｍ 是幂单幺半群并且

Ｔ ／ σ≌Ｍ，则称 Ｔ为相应于 Ｓ作用在Ｍ上的真覆盖．
定义 ６［１７］ 　 令 Ｓ 是任意半群，则称 Ｓ 为 Ｅ⁃ 酉的，

若∀ａ∈Ｓ，ｅ∈Ｅ（Ｓ）使得ａｅ∈Ｅ（Ｓ），蕴含ａ∈Ｅ（Ｓ）．
引理４　 令Ｓ是真弱左型Ｂ半群，则Ｓ是Ｅ⁃酉的．
证 　 令 ｅ∈ Ｅ（Ｓ），ａ∈ Ｓ，使得 ａｅ∈ Ｅ（Ｓ），则
ａ（ｅａｅ） ＝ ａｅ ＝ ａ ＋ ａｅ ＝ ａ ＋ ａｅｅ ＝ ａ ＋ （ｅａｅ），

即 ａ（ｅａｅ） ＝ ａ ＋ （ｅａｅ），其中（ｅａｅ） ∈Ｅ（Ｓ），由σ的定

义可知（ａ，ａ ＋） ∈ σ．于是，ａ（σ∩Ｒ ）ａ ＋，由于 Ｓ是真

弱左型 Ｂ半群，故 ａ ＝ ａ ＋∈ Ｅ（Ｓ），即 Ｓ 是 Ｅ⁃ 酉的．

２　 主要结论

定义７　 令 Ｓ为真的弱左型Ｂ半群，Ｍ为包含恒

等元１的幂单幺半群，映射 θ：Ｍ→ Ｐ（Ｓ），其中 Ｐ（Ｓ）
为 Ｓ 的子集族． 称 θ 是全满的，若下列条件成立：

（Ｆ１）（∀ｍ∈ Ｍ）θ（ｍ） ≠ ⌀；
（Ｆ２）（∀ｍ，ｎ∈ Ｍ）θ（ｍ）θ（ｎ） ⊆ θ（ｍｎ）；

（Ｆ３） ∪
ｍ∈Ｍ

θ（ｍ） ＝ Ｓ；

（Ｆ４）θ（１） ＝ Ｅ（Ｓ）；
（Ｆ５）（∀ｍ∈ Ｍ） Ｒ ａ ∩ θ（ｍ） ≤ １；

（Ｆ６）（∀ｍ∈ Ｍ，ａ∈ θ（ｍ））θ（ｍ） ⊆ σａ ．
定理１　 令 Ｓ为真的弱左型Ｂ半群，Ｍ为包含恒

等元１的幂单幺半群，映射 θ：Ｍ→ Ｐ（Ｓ），其中 Ｐ（Ｓ）
为 Ｓ 的子集族． 假设 Ｔ ＝ ｛（ ｓ，ｍ） ∈ Ｓ × Ｍ ｓ∈
θ（ｍ）｝，如下定义在 Ｔ 中的运算：

（∀ｓ１，ｓ２ ∈ Ｓ，ｍ１，ｍ２ ∈ Ｍ）（ ｓ１，ｍ１）（ ｓ２，ｍ２） ＝
（ ｓ１ ｓ２，ｍ１ｍ２） ．
显然，Ｔ 是半群． 若 θ 是全满的，则下列结论成立：
１）Ｅ（Ｔ） ＝ ｛（ｅ，１） ｅ∈ Ｅ（Ｓ）｝ ≌ Ｅ（Ｓ）；

２）（∀ａ，ｂ∈ Ｓ，ｇ，ｈ∈Ｍ）（ａ，ｇ）Ｒ （Ｔ）（ｂ，ｈ）⇔

ａＲ （Ｓ）ｂ；
３）Ｔ 为弱左型 Ｂ 半群；
４）（∀（ａ，ｇ），（ｂ，ｈ） ∈Ｔ）（ａ，ｇ）σ（ｂ，ｈ）⇔ａσＳｂ，

ｇ ＝ ｈ．
证 　 １） 令 Ｔ ＝ ｛（ ｓ，ｍ） ∈ Ｓ × Ｍ ｓ∈ θ（ｍ）｝，

由定义７的（Ｆ４）可知，Ｅ（Ｔ） ＝ ｛（ｅ，１） ｅ∈Ｅ（Ｓ）｝ ．
显然，Ｅ（Ｓ） ≌ Ｅ（Ｔ） ．

２）令（ａ，ｇ），（ｂ，ｈ） ∈Ｔ并且（ａ，ｇ）Ｒ （ｂ，ｈ） ． 首
先，令∀（ ｆ，１） ∈Ｅ（Ｔ），若（ ｆ，１）（ａ，ｇ） ＝ （ａ，ｇ），则
（ ｆａ，ｇ） ＝ （ａ，ｇ），即 ｆａ ＝ ａ． 由于 Ｓ是弱左型Ｂ半群，
故 ｆａ ＋ ＝ ａ ＋，于是，（ ｆ，１）（ａ ＋，１） ＝ （ ｆａ ＋，１） ＝ （ａ ＋，
１） ． 又因为 （ａ，ｇ） ＝ （ａ ＋，１）（ａ，ｇ）， 因此， （ａ，

ｇ）Ｒ （Ｔ）（ａ ＋，１） ． 同理可知， （ｂ，ｈ）Ｒ （Ｔ）（ｂ ＋，１） ．

于是， （ａ ＋，１）Ｒ （Ｔ）（ｂ ＋，１） ． 进而， （ａ ＋，１） ＝ （ｂ ＋，
１）（ａ ＋，１） ＝ （ｂ ＋ ａ ＋，１），（ｂ ＋，１） ＝ （ａ ＋，１）（ｂ ＋，１） ＝
（ａ ＋ ｂ ＋，１），即 ａ ＋ ＝ ｂ ＋ ａ ＋，ｂ ＋ ＝ ａ ＋ ｂ ＋，故 ａ ＋ Ｒｂ ＋ ． 于

是，ａＲ （Ｓ）ｂ． 反之，显然成立．
３） 由上述 １）、２） 可知，Ｔ 是左半富足半群并且

Ｅ（Ｔ） 是半格，故 Ｔ 是半适当半群． 下面证明 Ｔ 满足
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条件 （ＷＢ１） ． 令 ∀（ａ，ｇ）， （ｂ，ｈ） ∈ Ｔ 并且 （ａ，

ｇ）Ｒ （ｂ，ｈ） ． 由２）可知，ａＲ （Ｓ）ｂ． 由于 Ｓ是弱左型Ｂ

半群，所以∀（ｃ，ｋ） ∈ Ｔ，有 ｃａＲ （Ｓ）ｃｂ． 根据结论２）

的充分性可知， （ｃａ，ｋｇ）Ｒ （ｃｂ，ｋｈ）， 即 （ｃ，ｋ）（ａ，

ｇ）Ｒ （ｃ，ｋ）（ｂ，ｈ） ． 因此，在 Ｔ 中 Ｒ 关系是左同余．
接下来证明 Ｔ 满足条件（ＷＢ２） ． 令（ｅ，１），（ ｆ，

１） ∈ Ｅ（Ｔ１），（ａ，ｈ） ∈ Ｔ，其中 ｅ，ｆ∈ Ｅ（Ｓ１） ． 由于 Ｓ
是弱左型 Ｂ 半群，故

（（ａ，ｈ）（ｅ，１）（ ｆ，１）） ＋ ＝ （ａｅｆ，１） ＋ ＝ （（ａｅｆ） ＋，
１） ＝ （（ａｅ） ＋ （ａｆ） ＋，１） ＝ （（ａｅ） ＋，１）（（ａｆ） ＋，１） ＝
（ａｅ，ｈ） ＋ （ａｆ，ｈ） ＋ ＝ （（ａ，ｈ）（ｅ，１）） ＋ （（ａ，ｈ）（ｆ，１）） ＋ ．
因此，条件（ＷＢ２） 成立．

最后， 证明 Ｔ 满足条件 （ＷＢ３） ． 令 （ｅ，１） ∈
Ｅ（Ｔ１），（ａ，ｈ） ∈ Ｔ，其中 ｅ ∈ Ｅ（Ｓ１） 并且（ｅ，１） ≤
（ａ，ｈ） ＋，即（ｅ，１） ≤ （ａ ＋，１） ． 于是， （ｅ，１） ＝ （ａ ＋，
１）（ｅ，１） ＝ （ａ ＋ ｅ，１），即 ｅ ＝ ａ ＋ ｅ ＝ ｅａ ＋ ． 因此 ｅ ≤
ａ ＋ ． 由于 Ｓ 是弱左型 Ｂ 半群，故 ∃ｆ ∈ Ｅ（Ｓ１），使得

ｅ ＝ （ａｆ） ＋ ． 因此，
（ｅ，１） ＝ （（ａｆ） ＋，１） ＝ （ａｆ，ｈ） ＋ ＝ （（ａ，ｈ）（ ｆ，１）） ＋，
其中（ ｆ，１） ∈ Ｅ（Ｔ１） ． 综上所述，Ｔ 是弱左型 Ｂ半群．
４） 令∀（ａ，ｇ），（ｂ，ｈ） ∈ Ｔ并且满足（ａ，ｇ）σ（ｂ，

ｈ），则 ∃ｅ ∈ Ｅ（Ｓ），使得（ａ，ｇ）（ｅ，１） ＝ （ｂ，ｈ）（ｅ，
１），即（ａｅ，ｇ） ＝ （ｂｅ，ｈ） ． 于是，ａｅ ＝ ｂｅ 并且 ｇ ＝ ｈ．
因此，ａσＳｂ，ｇ ＝ ｈ． 充分性显然成立．

综上所述，定理 １ 得证．
定理２　 令 Ｓ是真弱左型Ｂ半群，Ｍ为包含恒等

元１的幂单幺半群，θ为Ｍ到Ｐ（Ｓ）的全满映射，其中

Ｐ（Ｓ） 是 Ｓ 的子集族． 令 Ｔ ＝ ｛（ ｓ，ｍ） ∈ Ｓ × Ｍ ｓ ∈
θ（ｍ）｝，则 Ｔ 为相应于 Ｓ 作用在 Ｍ 上的真覆盖． 反
之，任意相应于 Ｓ 作用在 Ｍ 上的真覆盖都可以按上

述构造．
证 　 首先，由定理１可知，Ｔ是弱左型Ｂ半群．令

（ａ，ｇ）， （ｂ，ｈ） ∈ Ｔ， 并 且 满 足 （ａ，ｇ）（Ｒ （Ｔ） ∩
σ（Ｔ））（ｂ，ｈ） ．由定理 １的２）和４）可知 ａＲ （Ｓ）ｂ，ｇ ＝
ｈ．故 ａ，ｂ∈ θ（ｇ） ． 由于 θ是全满映射，所以根据条件

（Ｆ５），显然，ａ ＝ ｂ，即（ａ，ｇ） ＝ （ｂ，ｈ） ． 故 Ｒ （Ｔ） ∩
σ（Ｔ） ＝ ιＴ ． 因此，Ｔ 是真弱左型 Ｂ半群．

定义映射 φ：Ｔ→ Ｓ，（ａ，ｇ） → ａ． 显然，φ 是好定

义并且是满同态． 令 φ（（ａ，ｇ）） ＝ φ（（ｂ，ｈ）），即

ａ ＝ ｂ． 显然，ａＲ （Ｓ）ｂ，于是，φ 为 Ｒ 同态． 令 ∀ｅ ∈
Ｅ（Ｓ），∃（ｃ，ｋ） ∈ Ｔ，使得 φ（ｃ，ｋ） ＝ ｅ，即 ｅ ＝ ｃ ∈

θ（ｋ） ． 由于 θ是全满映射，所以由条件（Ｆ４）可得 ｋ ＝
１． 故（ｃ，ｋ） ＝ （ｅ，１） ∈ Ｅ（Ｔ） ． 因此，Ｔ为相应于 Ｓ的

真覆盖．
下证 Ｔ 为相应于 Ｓ 作用在 Ｍ 上的真覆盖． 定义

映射 α：Ｔ ／ σ → Ｍ， （ａ，ｇ）σ→ ｇ， 且 （ａ，ｇ）σ， （ｂ，
ｈ）σ∈Ｔ ／ σ和（ａ，ｇ）σ ＝ （ｂ，ｈ）σ，则（ａ，ｇ）σ（ｂ，ｈ） ．
由定理 １的 ４） 可知，ａσＳｂ，ｇ ＝ ｈ，故 α 是好定义． 再
令∀（ａ，ｇ）σ，（ｂ，ｈ）σ∈ Ｔ ／ σ，并且 α（（ａ，ｇ）σ） ＝
α（（ｂ，ｈ）σ），故 ｇ ＝ ｈ． 于是，ａ，ｂ∈ θ（ｇ） ． 由于 θ 是

全满映射，所以由条件（Ｆ６） 可得 ａσＳｂ． 又由定理 １
的 ４） 可知（ａ，ｇ）σ（ｂ，ｈ），即（ａ，ｇ）σ ＝ （ｂ，ｈ）σ． 因
此，α 是单射． 显然，α 又是满射． 另外，∀（ａ，ｇ）σ，
（ｂ，ｈ）σ∈ Ｔ ／ σ，有

α（（ａ，ｇ）σ（ｂ，ｈ）σ） ＝ α（（ａｂ，ｇｈ）σ） ＝ ｇｈ ＝
α（（ａ，ｇ）σ）α（（ｂ，ｈ）σ） ．
因此，α 是同构，即 Ｔ 为相应于 Ｓ 作用在 Ｍ 上的真

覆盖 ．

反之，令 φ是弱左型 Ｂ半群 Ｔ到 Ｓ的Ｒ 同态，并
且 φ 满足幂等元提升（∀ｅ∈ Ｅ（Ｓ），∃ｆ∈ Ｅ（Ｔ） 使

得 ｅ ＝ φ（ ｆ）） ． 取Ｍ ＝ Ｔ ／ σ（Ｔ），则 Ｔ为相应于 Ｓ作用

在 Ｍ 上的真覆盖． 定义映射 θ 为

θ：Ｍ→Ｐ（Ｓ），ｇ→θ（ｇ），（∀ｇ∈Ｍ）θ（ｇ） ＝ ｛ｓ∈

Ｓ （∃ｔ∈ Ｔ）ｓ ＝ ｔφ，ｔσ（Ｔ） ＝ ｇ｝ ．
下证 θ是全满映射，并且Ｔ≌Ｔ′，其中Ｔ′ ＝ ｛（ ｓ，

ｇ） ∈ Ｓ × Ｍ ｓ∈ θ（ｇ）｝ ．
首先，∀ｇ∈Ｍ，由自然同态σ＃：Ｔ→Ｔ ／ σ ＝ Ｍ是

满射可知 θ（ｇ） ≠ ⌀，条件（Ｆ１） 成立． 令 ｇ，ｈ∈ Ｍ，
ｓ１ ∈θ（ｇ） 并且 ｓ２ ∈ θ（ｈ） ． 故∃ｕ，ｖ∈ Ｔ，使得 ｓ１ ＝
ｕφ，ｕσ ＝ ｇ，ｓ２ ＝ ｖφ，ｖσ ＝ ｈ． 于是，ｓ１ ｓ２ ＝ （ｕｖ）φ，
（ｕｖ）σ ＝ ｇｈ． 因此，θ（ｇ）θ（ｈ） ⊆ θ（ｇｈ）， 即条件

（Ｆ２） 成立． 显然，∪
ｇ∈Ｍ

θ（ｇ） ＝ Ｓ，故条件（Ｆ３） 成立．

又令 ｓ∈ θ（１） ． 则∃ｔ∈ Ｔ，使得 ｓ ＝ ｔφ，ｔσ ＝ １． 由于

ｔ ＋ σ ＝ １，所以，ｔ（Ｒ ∩σ） ｔ ＋ ． 由于 Ｔ是真弱左型Ｂ半

群，故 ｔ ＝ ｔ ＋∈ Ｅ（Ｓ），即 θ（１） ⊆ Ｅ（Ｓ） ． 另外，令 ｅ∈
Ｅ（Ｓ），则∃ｆ∈ Ｅ（Ｔ），使得 ｅ ＝ ｆφ，且 ｆσ ＝ １，于是，
ｅ∈ θ（１），即 Ｅ（Ｓ） ⊆ θ（１），因此，条件（Ｆ４） 成立．

下证 Ｔ≌ Ｔ′． 建立映射 φ：Ｔ→ Ｔ′，ｔ→（ ｔφ，ｔσ） ．
显然，φ 是满同态．∀ｔ，ｕ∈ Ｔ，并且（ ｔφ，ｔσ） ＝ （ｕφ，

ｕσ），则 ｔφ ＝ ｕφ，ｔσ ＝ ｕσ． 又由于 φ是Ｒ 同态，所以

ｔＲ （Ｔ）ｕ，即 ｔ（Ｒ （Ｔ）∩σ（Ｔ））ｕ． 由于Ｔ是真弱左型

Ｂ半群，故 ｔ ＝ ｕ，即 Ｔ≌ Ｔ′． 显然，Ｔ′是真弱左型Ｂ半
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群． 现证 θ满足条件（Ｆ５） ． 令 ｓ，ｓ１∈ θ（ｇ）并且 ｓＲ ｓ１，

故（ｓ，ｇ），（ｓ１，ｇ） ∈ Ｔ′，由定理 １可知（ｓ，ｇ）Ｒ （Ｔ′）（ｓ１，
ｇ）′．由上述证明可知 Ｔ≌ Ｔ′，于是，∃ｔ，ｔ１ ∈ Ｔ，使得

φ（ ｔ） ＝ （ ｔφ，ｔσ） ＝ （ ｓ，ｇ），φ（ ｔ１） ＝ （ ｔ１φ，ｔ１σ） ＝
（ ｓ１，ｇ） ． 故 ｔσ（Ｔ） ｔ１ ． 由 σ 定义可得∃ｅ∈Ｅ（Ｔ），使得

ｔｅ ＝ ｔ１ｅ．从而（（ｓ，ｇ））（φ（ｅ）） ＝ φ（ｔ）φ（ｅ） ＝ φ（ｔｅ） ＝
φ（ｔ１ｅ） ＝ φ（ｔ１）φ（ｅ） ＝ （（ｓ１，ｇ））（φ（ｅ）） ．于是，（ｓ１，

ｇ）σ（Ｔ′）（ｓ，ｇ），即（ｓ１，ｇ）（Ｒ
 （Ｔ′） ∩ σ（Ｔ′））（ｓ，ｇ） ．

由于 Ｔ′是真弱左型Ｂ半群，所以（ ｓ１，ｇ） ＝ （ ｓ，ｇ），即
ｓ１ ＝ ｓ． 因此，条件（Ｆ５） 成立．

最后，令 ｓ，ｔ∈ θ（ｍ），其中 ｓ，ｔ∈ Ｓ，ｍ ∈ Ｍ，则
（ ｓ，ｍ），（ ｔ，ｍ） ∈ Ｔ′，进而，由定义 ７的（Ｆ５）可得（ ｓ，
ｍ）σ（Ｔ′）（ ｔ，ｍ），又由定理 １ 的 ４） 可知 ｓσＳ ｔ． 因此，
条件（Ｆ６） 成立，即 θ 是全满映射．
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