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摘要：该文为耦合 Ｇｒｏｓｓ⁃Ｐｉｔａｅｖｓｋｉｉ方程提出了一个新的保质量守恒格式．首先对空间导数利用高阶

紧致格式离散得到半离散格式；然后在时间方向上利用基于外推的 Ｃｒａｎｋ⁃Ｎｉｃｏｌｓｏｎ格式离散，得到

一个半显式的数值格式，然而此格式不能保持 ＧＰ方程固有的质量守恒，因此，对格式得到的数值

解利用投影方法进行修正，使其满足离散质量守恒；最后通过数值实验验证了该格式具有高精度

以及保持质量守恒．
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０　 引言

１９２４ 年，Ｓ． Ｎ． Ｂｏｓｅ和 Ａ． Ｅｉｎｓｔｅｉｎ分别预言了在

极低温度（ － ２７３􀆰 １５ ℃左右）下物质将出现第 ５ 态，
即 Ｂｏｓｅ⁃Ｅｉｎｓｔｅｉｎ 凝聚态（ＢＥＣ）， 不过此预言直到

１９９５ 年才在实验室中被证明确实存在［１⁃３］ ． 在 ＢＥＣ
状态下的物质在现代高端科技领域中被广泛应用，
特别是在原子物理、超导超流等科技领域中有潜在

的应用． 本文主要讨论含有 ２ 个波函数的耦合

Ｇｒｏｓｓ⁃Ｐｉｔａｅｖｓｋｉｉ （ＣＧＰ） 方程的保质量结构算法的构

造，ＣＧＰ方程具有如下基本形式：
ｉ∂ｔψ１ ＝ （ － Δ ／ ２ ＋ Ｖ（ｘ） ＋ δ ＋ β

１１ ψ１ ２ ＋

β１２ ψ２ ２）ψ１ ＋ λψ２，ｘ∈ Ω，ｔ ＞ ０，

ｉ∂ｔψ２ ＝ （ － Δ ／ ２ ＋ Ｖ（ｘ） ＋ β２１ ψ１ ２ ＋ β２２·

ψ２ ２）ψ２ ＋ λψ１，ｘ∈ Ω，ｔ ＞ ０，

ψ１（ｘ，０） ＝ ψ１（ｘ），ψ２（ｘ，０） ＝ ψ２（ｘ），ｘ∈ Ω，
ψ１（ｘ，ｔ） ＝ ψ２（ｘ，ｔ） ＝ ０，ｘ∈ ∂Ω，ｔ≥０，
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（１）

其中 ｉ ＝ － １ ，Ω⊂Ｒｄ（ｄ是空间维数）是所考虑的

空间区域，ψ１（ｘ，ｔ） 和 ψ２（ｘ，ｔ） 是波函数，Δ 是拉普

拉斯算子，Ｖ（ｘ） 为外势函数，βｉｊ 表征粒子间相互作

用的纲常数，通常要求 β１２ ＝ β２１，λ 在量子物理学意

义下是通过拉曼跃迁实现内部原子 Ｊｏｓｅｐｈｓｏｎ
Ｊｕｎｃｔｉｏｎ（ＪＪ）的有效Ｒａｂｉ频率，δ是拉曼跃迁的时谐

常数．
不难验证，初边值问题（１） 满足质量守恒

Ｍ（ｔ） ＝ ∫
Ω

ψ１（ｘ，ｔ） ２ ＋ ψ２（ｘ，ｔ） ２ ｄｘ ＝ Ｍ（０），

ｔ ＞ ０． （２）
近十几年来，对 ＣＧＰ方程的研究无论在纯数学

理论方面［３⁃４］还是在数值计算模拟方面都取得了丰

硕的研究成果［４⁃１０］ ． 在数值计算模拟方面，如 Ｂａｏ
Ｗｅｉｚｈｕ等［４］针对无旋 ＧＰ方程构造了 ４ 阶时间分裂

正弦或傅里叶的拟谱方法，符芳芳等［６，８］构造了其

辛格式和分裂多辛格式，Ｗａｎｇ Ｔｉｎｇｃｈｕｎ 等［５］为其

构造了 ２ 个时间空间均为 ２ 阶的保能量格式，随后

又构造了 ２ 个解耦的 ３ 层半显式格式，尽管后 ２ 种



格式能够在一定程度上降低计算成本，但这 ２ 种格

式精度不高．本课题组［７⁃１０］也从保能量、保辛或多辛

的角度为 ＧＰ 方程构造了一些数值方法． 本文致力

于构造一种高精度、高效率且能保持质量守恒的数

值方法，此方法结合了高阶紧致方法与保结构算法

的各自优势，利用投影技术在高效的基础上保持质

量守恒．

１　 数值格式的构造

为了构造数值格式，首先讨论空间导数的离散

方式，使其能够高效计算，而且能够保持半离散的

质量守恒；然后对时间方向采用具有稳定性能好、
计算效率高的半隐式外推方法进行离散． 为了保持

质量守恒，通过投影方法把数值解拉回到质量守恒

的线性空间中．
首先对时空区域［ａ，ｂ］ × ［０，Ｔ］ 进行网格剖

分． 将空间［ａ，ｂ］作 Ｊ等分，时间［０，Ｔ］作Ｎ等分，记
空间步长与时间步长分别为 ｈ、τ，则 ｈ ＝ （ｂ － ａ） ／ Ｊ，
τ ＝ Ｔ ／ Ｎ，作区域［ａ，ｂ］ × ［０，Ｔ］ 的一致网格剖分：

Ωｈτ ＝ ｛（ｘ ｊ，ｔｎ） ｘ ｊ ＝ ａ ＋ ｊｈ，ｔｎ ＝ ｎτ，ｊ ＝ ０，１，…，
Ｊ，ｎ ＝ ０，１，…，Ｎ｝ ．

使用记号（ｕｎ
ｊ ，ｖｎｊ ） 表示（ψ１（ｘ ｊ，ｔｎ），ψ２（ｘ ｊ，ｔｎ））

在节点（ｘ ｊ，ｔｎ） 处的数值解，为表述方便，引进以下

记号：
δｔｕｎ＋１ ／ ２

ｊ ＝ （􀭹ｕｎ＋１
ｊ － ｕｎ

ｊ ） ／ τ，Ｂｕｎ
ｊ ＝ δ２ｘｕｎ

ｊ ＝ （ｕｎ
ｊ＋１ －

２ｕｎ
ｊ ＋ ｕｎ

ｊ－１） ／ ｈ２，􀭰ｕｎｊ ＝ （３ｕｎ
ｊ － ｕｎ－１

ｊ ） ／ ２，Ａｕｎ
ｊ ＝ （ｕｎ

ｊ＋１ ＋１０ｕｎ
ｊ ＋

ｕｎ
ｊ－１） ／ １２，􀭴ｕｎ＋１ ／ ２ｊ ＝ （􀭴ｕｎ＋１ｊ ＋ ｕｎ

ｊ ） ／ ２，ｕｎ＋１ ／ ２
ｊ ＝ （ｕｎ＋１

ｊ ＋ ｕｎ
ｊ ） ／ ２，

Ｄｕｎ
ｊ ＝ Ａ－１Ｂｕｎ

ｊ ．
首先推导出具有精度高、模板小的高阶紧致格

式．由 Ｔａｙｌｏｒ公式可知

（ψ（ｘ ｊ ＋１） － ２ψ（ｘ ｊ） ＋ ψ（ｘ ｊ －１）） ／ ｈ２ ＝ ψ″（ｘ ｊ） ＋
ｈ２ψ（４）（ｘ ｊ） ／ １２ ＋ Ｏ（ｈ４） ＝ ψ″（ｘ ｊ） ＋ Ｏ（ｈ２）， （３）

若直接略去高阶项 Ｏ（ｈ２），则 ２ 阶中心差商为

δ２ｘｕｎ
ｊ ＝ （ｕｎ

ｊ＋１ － ２ｕｎ
ｊ ＋ ｕｎ

ｊ－１） ／ ｈ２ ．
此方法具有 ２ 阶精度，节点模板涉及了 ３ 个节点

ｘ ｊ －１、ｘ ｊ、ｘ ｊ ＋１，在用于空间离散时将产生带宽为 ３ 的带

状矩阵，且具有对称性． 为充分利用节点信息和提

高计算精度，本文仍然利用上述 ３ 个节点，尝试构造

４ 阶 格 式， 把 在 格 式 （３） 中 的 ４ 阶 误 差 主 项

ψ（４）（ｘ ｊ）ｈ２ ／ １２ 保留下来，采用如下方式进行离散：
（ｈ２ ／ １２）·ｄ２（ｄ２ψ（ｘ ｊ） ／ ｄｘ２） ／ ｄｘ２ ＝ （ｈ２ ／ １２）·

（ψ″（ｘ ｊ ＋１） － ２ψ″（ｘ ｊ） ＋ ψ″（ｘ ｊ －１）） ／ ｈ２ ＋ Ｏ（ｈ４） ．
将上式代入（３） 式可得

（ψ″（ｘｊ ＋１） ＋１０ψ″（ｘｊ） ＋ψ″（ｘｊ －１）） ／ １２ ＝ （ψ（ｘｊ ＋１） －
２ψ（ｘｊ） ＋ ψ（ｘｊ －１）） ／ ｈ２ ＋ Ｏ（ｈ４）．

若忽略高阶项 Ｏ（ｈ４） 并将 ψｎ
ｊ 看作 ψ（ｘ ｊ，ｔｎ） 的

近似值，引入算子记号 Ａ、Ｂ，则得到如下 ３ 个节点的

４ 阶紧致格式［１１⁃１３］：
Ａψ ｊ″ ＝ （ψ″（ｘ ｊ ＋１） ＋ １０ψ″（ｘ ｊ） ＋ ψ″（ｘ ｊ －１）） ／ １２ ＝

（ψ（ｘ ｊ ＋１） － ２ψ（ｘ ｊ） ＋ ψ（ｘ ｊ －１）） ／ ｈ２ｘ ＝ Ｂψ ｊ ． （４）
将其写成更加紧凑的矩阵形式

ψ″ ＝ Ａ －１Ｂψ ＝ Ｄψ，
其中

Ａ ＝ １１２

１０ １ ０ ０ ０
１ １０ １ ０ ０
︙ … … … ︙
０ ０ １ １０ １
０ ０ ０ １ １０

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

，

　 　 Ｂ ＝ １
ｈ２

－ ２　 １ ０ ０ ０
１ － ２　 １ ０ ０
︙ … … … ︙
０ ０ １ － ２　 １
０ ０ ０ １ － ２　

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

．

把上述高阶紧致格式 （４） 应用到 ＣＧＰ 方程

（１），并在时间方向上用基于 Ｃｒａｎｋ⁃Ｎｉｃｏｌｓｏｎ离散的

外推方法，得到格式：
ｉδｔｕｎ

ｊ ＝ （－ Ｄ／ ２ ＋ Ｖｊ ＋ δ）􀭴ｕｎ＋１ ／ ２ｊ ＋ （β１１ 􀭰ｕｎｊ ＋ β１２·

􀭰ｖｎｊ ）􀭰ｕ
ｎ
ｊ ＋ λ􀭰ｖｎｊ ，ｊ ＝ １，２，…，Ｊ － １，ｎ ＝ １，２，…，Ｎ － １，

ｉδｔｖｎｊ ＝ （－ Ｄ／ ２ ＋ Ｖｊ）􀭴ｖｎ＋１ ／ ２ｊ ＋ （β１２ 􀭰ｕｎｊ ＋ β２２·

􀭰ｖｎｊ ）􀭰ｖ
ｎ
ｊ ＋ λ􀭰ｕｎｊ ，ｊ ＝ １，２，…，Ｊ － １，ｎ ＝ １，２，…，Ｎ － １，

ｕ０ｊ ＝ ψ１（ｘｊ），ｖ０ｊ ＝ ψ２（ｘｊ），ｊ ＝ ０，１，…，Ｊ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（５）

此格式是 ３ 层半隐式格式，在实际的数值计算

模拟中，每个时间步需要求解 ２ 个仅关于 ｕｎ＋１
ｊ 或仅

关于 ｖｎ＋１ｊ 解耦的线性代数方程组． 由于此格式是 ３
层的，不能自启动，所以采用以下基于 Ｔａｙｌｏｒ展开和

原方程的数值方法获得（ｕ１ｊ ，ｖ１ｊ ）：

ｕ１ｊ ＝ ｕ０ｊ － ｉτ（ － Ｄ ／ ２ ＋ Ｖ ｊ ＋ δ ＋ β１１（ ｕ０ｊ ２ ＋

ｕ１ｊ ２） ／ ２ ＋ β１２（ ｖ０ｊ ２ ＋ ｖ１ｊ ２） ／ ２）ｕ１／ ２ｊ ＋ λｖ１／ ２ｊ ），

ｖ１ｊ ＝ ｖ０ｊ － ｉτ（ － Ｄ ／ ２ ＋ Ｖ ｊ ＋ β２１（ ｕ０ｊ ）
２ ＋

ｕ１ｊ ２） ／ ２ ＋ β２２（ ｖ０ｊ ＋ ｖ１ｊ ２） ／ ２） ｖ１／ ２ｊ ＋ λｕ１／ ２ｊ ．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

（６）

通过Ｔａｙｌｏｒ展开可知，格式（５）和（６）在时间方

向上均具有 ２ 阶精度，在空间方向上用的是 ４ 阶的
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高阶紧致格式（４） ． 因此，该格式在空间方向上也是

４阶收敛的． 格式（５）是半显式格式，其计算效率高．
然而，此格式并不能保持质量守恒律（２） ． 因此，对
格式 （５） 和 （６） 的解进一步采用投影法更新计

算［１４⁃１５］ ． 可以利用 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子法把它限制在质量

守恒的线性空间子空间中． 具体做法如下：
ｕｎ＋１ ＝ 􀭹ｕｎ＋１ ＋ λ􀭹ｕｎ＋１，

ｖｎ＋１ ＝ 􀭴ｖｎ＋１ ＋ λ􀭴ｖｎ＋１，

Ｍｈ（ｕｎ＋１，ｖｎ＋１） ＝ Ｍｈ（ｕ０，ｖ０），

ì

î

í

ïï

ïï
（７）

其中 λ 是 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子，（􀭹ｕｎ＋１，􀭴ｖｎ＋１） 是由格式（５）
和（６） 得到的数值解． 进一步要求其满足离散的质

量守恒律，即在投影法（７） 中的第 ３ 式：
Ｍｈ（ｕ，ｖ） ＝ （ ｕ ２ ＋ ｖ ２） ／ ２．

格式（７） 是关于 ｕｎ＋１、ｖｎ＋１、λ 的非线性方程组，
可以通过把格式（７）的前２个式子代入第３个式子，
从而得到一个关于 λ 的非线性方程． 对于得到的方

程，可以考虑用 Ｎｅｗｔｏｎ迭代法进行求解，然后再反代

回前２个式子，从而得到想要的数值解（ｕｎ＋１，ｖｎ＋１） ．此
解能够保持系统的质量 Ｍｈ（ｕ，ｖ） ＝ （‖ｕ‖２ ＋

‖ｖ‖２） ／ ２不变．

２　 数值实验

本节主要通过数值实验来验证上节所构造的

格式的有效性，并且给出一些数值结果，通过表格

及图像直观地展示格式的收敛阶及离散的质量守

恒律．
取［ａ，ｂ］ ＝ ［ － ７，７］，ＣＧＰ方程（１）的参数 β１１ ＝

β２２ ＝ １． ５，β１２ ＝ β２１ ＝ ０． ５，λ ＝ － ０． ５，且 Ｖ（ｘ） ＝

ｘ２ ／ ２，ｄ ＝ １，初值条件为 ψ１（ｘ） ＝ ψ２（ｘ） ＝ ｅ －ｘ２ ／

π ． 由于无法给出其精确解的解析表达式，所以，为
便于分析，利用格式在相对小的时间步长与空间步

长下所得到的数值解作为“精确解” ． 在此，取 ｈ ＝
１ ／ ３２，τ ＝ １ × １０ －４ ． 为了计算收敛阶，使用公式

ｒτ ＝ （ｌｎ（ ｅ（ｈ，τ１） ∞ ／ ｅ（ｈ，τ２） ∞ ）） ／ ｌｎ（τ１ ／ τ２），

ｒｈ ＝ （ｌｎ（ ｅ（ｈ１，τ） ∞ ／ ｅ（ｈ２，τ） ∞ ）） ／ ｌｎ（ｈ１ ／ ｈ２）

来分别计算时间方向与空间方向的收敛阶数，其中

ｅ（ｈ，τ） ∞ 表示在空间步长 ｈ以及时间步长 τ下误

差的 ∞ ⁃ 范数． 对于高阶紧致格式，在计算空间方向

的收敛阶时，可以选取不同的空间步长并固定一个

相对小的时间步长来数值模拟，以便于减少时间方

向对误差的影响，在计算时间方向的收敛阶时同

理． 本文选择 τ ＝ １ × １０ －４ 和 ｈ ＝ １ ／ ２、１ ／ ４、１ ／ ８、１ ／ １６
来计算空间方向的收敛阶，选择 ｈ ＝ １ ／ ３２ 和 τ ＝
１ ／ ２５、１ ／ ５０、１ ／ １００、１ ／ ２００ 来计算时间方向的收敛

阶，该问题取 Ｔ ＝ １０． 从表 １ 和表 ２ 可以看出，格式

（７） 在空间方向上有 ４阶收敛率，在时间方向上有 ２
阶收敛率． 这与理论分析相吻合．

表 １　 空间收敛阶及误差（τ ＝ １０ －４）

ｕ ｖ

ｈ ‖ｅ（ｈ，τ）‖∞ ｒｈ ‖ｅ（ｈ，τ）‖∞ ｒｈ

１ ／ ２ ４． １５６ ９ × １０ －３ ５． ２５５ ２ × １０ －３

１ ／ ４ １． ９１０ ６ × １０ －４ ４． ４４３ ４ ２． ４１１ ８ × １０ －４ ４． ４４５ ６

１ ／ ８ １． １５２ ０ × １０ －５ ４． ０５１ ８ １． ４５４ ９ × １０ －５ ４． ０５１ １

１ ／ １６ ６． ７３９ ９ × １０ －７ ４． ０９５ ３ ８． ５１１ ５ × １０ －７ ４． ０９５ ４

表 ２　 时间收敛阶及误差（ｈ ＝ １ ／ ３２）

ｕ ｖ

τ ‖ｅ（ｈ，τ）‖∞ ｒτ ‖ｅ（ｈ，τ）‖∞ ｒτ

１ ／ ２５ １． ２６５ ７ × １０ －３ １． ５５４ ２ × １０ －３

１ ／ ５０ ３． ０５ ７１ × １０ －４ ２． ０４９ ７ ３． ７７０ ７ × １０ －４ ２． ０４３ ３

１ ／ １００ ７． ５２７ １ × １０ －５ ２． ０２２ ０ ９． ３０７ ６ × １０ －５ ２． ０１８ ４

１ ／ ２００ １． ８６６ ３ × １０ －５ ２． ０１１ ９ ２． ３１１ ８ × １０ －５ ２． ００９ ４

　 　 最后考察格式在投影使用前后离散系统的质

量的保持情况，同时考察各个时间步 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子

的取值情况和解随时间的演化关系． 图 １ 画出了投

影使用前后离散系统的粒子质量随时间的演化关

系，图 ２ 描绘了投影解随时间的演化情况，图 ３ 给出

了各个时间步的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子 λ 的取值情况，图 ４

给出了投影法对解 ｕ 和 ｖ 的修正量，即 􀭹ｕｎ
ｊ － ｕｎ

ｊ 以

及 􀭴ｖｎｊ － ｖｎｊ ．

由图 １ 可知，在未采用投影方法之前的格式

（５）并不能保持 ＣＧＰ方程（１）的质量（２）守恒，经过

投影方法（７）之后，离散系统的质量得以精确保持．

从图 ２ 可知格式能够非常准确地模拟 ＣＧＰ 方程所

描述的波．从图 ３ 和图 ４ 可以观察到：虽然原来的格

式（５）不能保持质量守恒，但是由投影方法拉回的

幅度较小，大约在 ０ ～ ２． ５ × １０ － ８范围内波动，拉回

因子 λ 一直也比较小，在 － ４ × １０ － ８ ～ ４ × １０ － ８的范

围内波动．

６９１ 江西师范大学学报（自然科学版） ２０２３ 年



（a）未使用投影 （b）使用投影
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图 １　 质量的误差随时间的演化关系

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

t t

0.55
0.50
0.45
0.40
0.35
0.30
0.25
0.20
0.15
0.10
0.05

0.8

0.6

0.4

0.2

0

0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1
0

|u
|

| v|

10

5

0
0

5

-5

10

5

0
0

5

-5
xx

图 ２　 在投影作用下 ｕｎ
ｊ 和 ｖｎｊ 随时间的演化关系
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图 ３　 每个时间步的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子 λ的值
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图 ４　 ｕｎ
ｊ 和 ｖｎｊ 在使用投影法后的修正量
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Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：ｃｏｕｐｌｅｄ Ｇｒｏｓｓ⁃Ｐｉｔａｅｖｓｋｉｉ ｅｑｕａｔｉｏｎ；ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ；ｈｉｇｈ ｏｒｄｅｒ ｃｏｍｐａｃｔ ｓｃｈｅｍｅ；ｍａｓｓ ｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｏｎ ｌａｗ．

（责任编辑：曾剑锋）

８９１ 江西师范大学学报（自然科学版） ２０２３ 年


