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Ｇｅｎｔｌｅ 代数的矩阵模型及其整体维数
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摘要：该文利用 Ｇｅｎｔｌｅ 代数的矩阵模型刻画了 Ｇｅｎｔｌｅ 代数上的单模和投射模， 给出了单模的投射分解的

矩阵表示． 由此指出 Ｇｅｎｔｌｅ 代数的整体维数可以由它的矩阵模型所诱导的一类特殊子矩阵序列进行刻

画． 并进一步指出这一类特殊子矩阵序列对应于 Ｇｅｎｔｌｅ 代数的箭图上的极大非平凡 Ｆｏｒｂｉｄｄｅｎ 路， 从而

得到 Ｇｅｎｔｌｅ 代数的整体维数等于它的箭图上的极大非平凡 Ｆｏｒｂｉｄｄｅｎ 路的长度．
关键词：投射模；投射分解；同调维数；矩阵表示；箭图表示
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０　 引言

Ｇｅｎｔｌｅ 代数由文献［１］引入，最初用于研究 Ａ�ｎ

型代数上的倾斜代数，并建立相应的导出等价分

类． Ｇｅｎｔｌｅ 代数与许多重要代数有着密切联系，如双

列代数（ｂｉｓｅｒｉａｌ ａｌｇｅｂｒａ）、特殊双列代数（ｓｐｅｃｉａｌ ｂｉ⁃
ｓｅｒｉａｌ ａｌｇｅｂｒａ）、弦代数（ ｓｔｒｉｎｇ ａｌｇｅｂｒａ）、Ｓｋｅｗ⁃Ｇｅｎｔｌｅ
代数等． 早在 １９８５ 年，Ｂ． Ｗａｌｄ 等［２］就利用箭图表示

对双列代数进行了分类，Ｍ． Ｃ． Ｒ． Ｂｕｔｌｅｒ 等［３］在 １９８７
年利用箭图表示进一步地分类了弦代数上的不可

分解模． Ｇｅｎｔｌｅ 代数上的不可分解模之间的态射的

研究则分别由文献［４⁃５］给出． 由此 Ｇｅｎｔｌｅ 代数的

模范畴可以通过箭图表示完全刻画． Ｇｅｎｔｌｅ 代数的

模范畴的几何刻画由文献［６］给出，其将 Ｇｅｎｔｌｅ 代

数上的不可分解模对应为曲面上的 ｐｅｒｍｉｓｓｉｂｌｅ
（ｃｌｏｓｅｄ） ｃｕｒｖｅ，不可分解模之间的不可约态射对应

为曲线的旋转 （ ｐｉｖｏｔ ｅｌｅｍｅｎｔａｒｙ ｍｏｖｅｓ）． Ｈｅ Ｐｉｎｇ
等［７］在此基础上进一步刻画了 Ｓｋｅｗ⁃Ｇｅｎｔｌｅ 代数的

几何模型，并将 ｓｕｐｐｏｒｔ τ⁃倾斜模刻画为曲面的剖

分． Ｉ． Ｂｕｒｂａｎ 等［８］给出了 Ｇｅｎｔｌｅ 代数和 Ｓｋｅｗ⁃Ｇｅｎｔｌｅ
代数的矩阵表示，并给出了投射复形范畴的不可分

解对象的分类． 由此可见，对许多代数问题，Ｇｅｎｔｌｅ

代数可以有效地提供算例或者反例．
对代数的研究可归结于对定义在此代数上的

模的研究，并用特殊模类直接反映代数的性质． 如
通过特殊模定义代数的同调维数（ ｈｏｍｏｌｏｇｉｃａｌ ｄｉ⁃
ｍｅｎｓｉｏｎ），并用同调维数对代数进行分类． 其中整体

维数可以反映给定代数到遗传代数的距离，自内射

维数可以反映代数的 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 同调性质． 文献［９］
利用几何模型给出了 Ｇｅｎｔｌｅ 代数的整体维数的曲

面刻画， 本文将利用矩阵模型给出 Ｇｅｎｔｌｅ 代数的整

体维数的矩阵刻画．
本文约定：ｋ 是代数闭域． 对任意有限维 ｋ⁃代数

Ａ，总假设 Ａ 是 Ｂａｓｉｃ 代数， 因此根据 Ｇａｂｒｉｅｌ 图化定

理， 唯一存在箭图 （ｑｕｉｖｅｒ） Ｑ， 使得 Ａ≅ｋＱ ／ Ｉ，其中

Ｉ 是可许理想 （ａｄｍｉｓｓｉｂｌｅ ｉｄｅａｌ） ． 本文所考虑的模均

是有限维 ｋ⁃代数 Ａ 上的有限生成右 Ａ⁃模， 并用记号

ｍｏｄ（Ａ）表示 Ａ 的有限生成右 Ａ⁃模范畴．

１　 Ｇｅｎｔｌｅ 代数

１． １　 Ｇｅｎｔｌｅ 代数及其定义

本节将介绍 Ｇｅｎｔｌｅ 代数的箭图表示和矩阵表

示． 这里箭图指 ４ 元组 Ｑ ＝ （Ｑ０，Ｑ１，ｓ， ｔ），其中 Ｑ０

和 Ｑ１ 是集合（２ 者的元素分别被称为顶点（ｖｅｒｔｅｘ）



和箭向（ａｒｒｏｗ）），ｓ 和 ｔ 是映射 Ｑ１→Ｑ０， 且∀α∈Ｑ１，
ｓ（α）∈Ｑ０ 和 ｔ（α）∈Ｑ０ 分别被称为 α 的起点和终

点． 箭图 Ｑ 上的一条路（ｐａｔｈ） ｐ ＝ α１α２…αｌ 指有序

的箭向序列 α１α２ …αｌ， 其中 ｔ（αｇ） ＝ ｓ（αｇ ＋ １） （１≤
ｇ ＜ ｌ），称 ｌ 为 ｐ 的长度（ｌｅｎｇｔｈ）， 记作ｌ（ｐ）． 注意每

一个箭向 （或顶点） 可以看作长度 １（或 ０） 的路．
因此，Ｑ０ 和 Ｑ１ 分别表示所有长度为 ０ 的路和长度

为 １ 的路的集合．
定义 １　 箭图 Ｑ ＝ （Ｑ０，Ｑ１，ｓ，ｔ）的路代数 （ｐａｔｈ

ａｌｇｅｂｒａ）ｋＱ 是满足下述条件的 ｋ⁃代数：

１）ｋＱ 是以 Ｑｌ≥０ ＝ ∪
ｌ∈Ｎ

Ｑｌ 为基底的 ｋ⁃向量空间；

２）若 ｔ（αｌ） ＝ ｓ（ β１ ），则∀ｐ１ ＝ α１α２ …αｌ，ｐ２ ＝
β１β２…βｇ∈Ｑｌ≥０，定义 ｐ１ｐ２ ＝ α１α２…αｌβ１β２…βｇ；否则

取 ｐ１ｐ２ ＝ ０．
称路代数 ｋＱ 的理想 Ｉ 为可许理想， 若∃ｍ≥２

使得 Ｒｍ
Ｑ⊆Ｉ⊆Ｒ２

Ｑ， 其中记号 Ｒ ｌ
Ｑ 表示 ｋＱ 中所有长

度≥ｌ 的路生成的理想． 下面给出 Ｇｅｎｔｌｅ 代数的箭

图定义，该定义由文献［１，１０］给出．
定义 ２ 　 称有限维代数 Ａ ＝ ｋＱ ／ Ｉ 是 Ｇｅｎｔｌｅ 代

数，若 Ａ 满足：
１）∀ａ∈Ｑ０，以 ａ 为起点或终点的箭向至多

２ 个；
２）∀α∈Ｑ１， 至多存在 １ 个 β∈Ｑ１ 满足 ｓ（β） ＝

ｔ（α）（ ｓ（α） ＝ ｔ（β））， 使得 αβ∈Ｉ（βα∈Ｉ）；
３）∀α∈Ｑ１， 至多存在 １ 个 β∈Ｑ１ 满足 ｓ（β） ＝

ｔ（α）（ ｓ（α） ＝ ｔ（β））， 使得 αβ∉Ｉ（βα∉Ｉ）；
４） Ｉ 由长度为 ２ 的路生成．
为了刻画 Ｇｅｎｔｌｅ 代数的整体维数在其箭图上

的表示，需要引入 Ｆｏｒｂｉｄｄｅｎ 路的概念． Ｆｏｒｂｉｄｄｅｎ 路

是文献［１１］引入的，包括平凡和非平凡 ２ 类． 与之

对偶的概念是 Ｐｅｒｍｉｔｔｅｄ 路． Ｆｏｒｂｉｄｄｅｎ 路和 Ｐｅｒｍｉｔ⁃
ｔｅｄ 路可以决定 Ｇｅｎｔｌｅ 代数的 ＡＧ⁃导出不变量，进而

研究 Ｇｅｎｔｌｅ 代数在导出等价下的分类［１１⁃１２］ ． 这里只

需要非平凡 Ｆｏｒｂｉｄｄｅｎ 路． Ｇｅｎｔｌｅ 代数 Ａ 上的一条非

平凡 Ｆｏｒｂｉｄｄｅｎ 路 Ｆ 是长度≥１ 的路 ｐ ＝ α１α２…αｓ，
使得 αｉα ｊ ＝ ０（１≤ｉ，ｊ≤ｓ）． 特别地，称 Ｆ 为极大的，如
果∀α∈Ｑ１ 使得 ｔ（α） ＝ ｓ（α１） （ ｓ（α） ＝ ｔ（αｓ））， 总

有 αα１∉Ｉ（αｓα∉Ｉ）．
接下来，给出 Ｇｅｎｔｌｅ 代数的矩阵定义， 并利用

矩阵刻画 Ｇｅｎｔｌｅ 代数上的单模．
定义 ３　 ∀ｎ∈Ｎ ＋ ， 定义 Ｔｎ 表示域 ｋ 上的下三

角矩阵代数：
Ｔｎ ＝ ｛Ｘ ＝ （Ｘ ｉｊ） １≤ｉ，ｊ≤ｎ ∀ｉ ＜ ｊ，恒有 Ｘ ｉｊ ＝ ０｝．
定义 ４ ［８］ 　 称代数 Ａ 为 Ｇｅｎｔｌｅ 代数，若

Ａ≅Ｔｍ ／ ≃ ＝ ｛（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｔ） Ｘｉ
ｊｊ ＝ Ｘｌ

ｇｇ，（ ｉ，ｊ）≃
（ｌ，ｇ）｝，

其中 ｍ ＝ （ｍ１，ｍ２，…，ｍｔ）∈Ｎｔ（ｔ≥２），Ｔｍ ＝ ∏
ｔ

ｉ ＝ １
Ｔｍｉ

，

且“≃”是定义在 Ｏ（ｍ） ＝ ｛（ ｉ， ｊ） １≤ｉ≤ｔ，１≤ ｊ≤
ｍｉ｝上的 ２ 元映射，即≃：Ｏ（ｍ） × Ｏ（ｍ）→｛０，１｝，
满足：

１）对一些（ ｉ，ｊ）∈Ｏ（ｍ），唯一存在（ ｌ，ｋ）≠（ ｉ，
ｊ）有（ ｉ，ｊ）≃（ ｌ，ｋ）；

２）同时， 对其余的（ ｉ， ｊ）∈Ｏ（ｍ），∀（ ｌ，ｋ）∈
Ｏ（ｍ），（ ｉ，ｊ）≄（ ｌ，ｋ）．

特别地，称 Ｔｍ为 Ｇｅｎｔｌｅ 代数 Ａ≅Ｔｍ ／ ≃的标准

化（ｎｏｒｍａｌｉｚａｔｉｏｎ）代数．
例 １　 假设 Ｇｅｎｔｌｅ 代数 Ａ ＝ Ｔ（３，２） ／ ≃，其中 ｍ ＝

（３，２），Ｏ（ｍ） ＝ ｛（１，１），（１，２），（１，３），（２，１），（２，
２）｝， 且（１，２）≃（２，２）． 按定义 ４，Ａ ＝ Ｔ（３，２） ／ ≃ ＝
｛（Ｘ１，Ｘ２） Ｘ１

２２ ＝ Ｘ２
２２｝． 且在同构意义下，Ａ 可写成分

块对角矩阵的形式 Ａ ＝ Ｔ３ × Ｔ２ ／ ≃． 标准化代数

Ｔ（３，２） ＝ Ｔ３ × Ｔ２ 的笛卡儿积的因子项 Ｔ３ 和 Ｔ２ 分别

对应上述分块对角矩阵的 ２ 个子块． 此外， 由定义

４ 有 Ａ≅ｋＱ ／ Ｉ， 其中

Q 4
a

3
c

b
I=（ab）.

2，

1，

=

∀ｍ ＝ （ｍ１，ｍ２，…，ｍｔ ）∈Ｎｔ （ ｔ≥２）， 用记号

ｅ（ ｒ，ｓ）（１≤ｒ≤ｔ，１≤ｓ≤ｍｒ）表示 Ｔｍ ＝ ∏
ｔ

ｉ ＝ １
Ｔｍｉ

中的元

素满足下述条件的矩阵（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｔ） ：

Ｘω
ｉｊ ＝

１，ω ＝ ｒ，ｉ ＝ ｊ ＝ ｓ，
０，其他．{

进一步地， 定义 ｅ（ ｒ，ｓ）（ ｒ′，ｓ′） ＝ ｅ（ ｒ，ｓ） ＋ ｅ（ ｒ′，ｓ′） （１≤
ｒ≤ｔ，１≤ｒ′≤ｔ，１≤ｓ≤ｍｒ，１≤ｓ′≤ｍ′ｒ） ．

引理 １　 设 Ａ≅Ｔｍ ／ ≃ （其中 ｍ ＝ （ｍ１，ｍ２，…，
ｍｔ）∈Ｎｔ（ ｔ≥２）） 是 Ｇｅｎｔｌｅ 代数， 并记

ＥＩ（Ａ） ＝ ｛ ｅ（ ｉ，ｊ） ∣ （ ｉ， ｊ） ≄（ ｉ′， ｊ′）， （ ｉ′， ｊ′） ∈
Ｏ（ｍ）｝，ＥＩＩ（Ａ） ＝ ｛ｅ（ ｉ，ｊ）（ｋ，ｌ）∣（ ｉ，ｊ）≃（ｋ，ｌ）｝，

则 Ｅ（Ａ） ＝ＥＩ（Ａ）∪ＥＩＩ（Ａ）是 Ａ 的完全本原正交幂

等元集．
证　 首先证∀ｘ，ｙ∈Ｅ（Ａ）， 有 ｘｙ ＝ ０ ＝ ｙｘ． 需

验证 ３ 个情形： （ａ）ｘ∈ＥＩ（Ａ）且 ｙ∈ＥＩＩ（Ａ）；（ｂ）ｘ，
ｙ∈ＥＩ（Ａ）；（ｃ）ｘ，ｙ∈ＥＩＩ（Ａ）．

只证明（ａ）， 对于（ｂ）和（ｃ）的证明类似． 任取

ｘ ＝ ｅ（ ｉ，ｊ）∈ＥＩ（Ａ），ｙ ＝ ｅ（ ｒ，ｓ）（ ｒ′，ｓ′）∈ＥＩＩ（Ａ），有
ｅ（ ｉ，ｊ） ｅ（ ｒ，ｓ）（ ｒ′，ｓ′） ＝ ｅ（ ｉ，ｊ） ｅ（ ｒ，ｓ） ＋ ｅ（ ｉ，ｊ） ｅ（ ｒ′，ｓ′） ．
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注意（ｉ，ｊ）≠（ｒ，ｓ）， 否则（ ｉ，ｊ） ＝ （ ｒ，ｓ）≃（ ｒ′，ｓ′）
与 ＥＩ（Ａ）的定义矛盾， 故由矩阵乘法知 ｅ（ ｉ，ｊ） ｅ（ｒ，ｓ） ＝
０． 同理， ｅ（ ｉ，ｊ） ｅ（ｒ′，ｓ′） ＝ ０． 所以 ｘｙ ＝ ｅ（ ｉ，ｊ） ｅ（ｒ，ｓ）（ｒ′，ｓ′） ＝ ０．
类似可证 ｙｘ ＝０．

其次， 易见 ＥＩ（Ａ）中的每个元素都是本原的．
对于 ＥＩＩ（Ａ）中的任意元素 ｙ， 设 ｙ ＝ ｅ（ ｒ，ｓ）（ ｒ′，ｓ′），ｙ 有

唯一的加法分解 ｙ ＝ ｅ（ ｒ，ｓ） ＋ ｅ（ ｒ′，ｓ′） ． 注意（ ｒ，ｓ）≃（ ｒ′，
ｓ′）， 因此由 Ｇｅｎｔｌｅ 代数的定义可知 ｅ（ ｒ，ｓ） ∉Ａ 且

ｅ（ ｒ′，ｓ′）∉Ａ． 故该加法分解不是代数 Ａ 上的分解， 即

ｙ 在 Ａ 上本原．
最后， ∀ｘ∈Ｅ（Ａ）， ｘ２ ＝ ｘ 由矩阵乘法直接得

到． 故 Ｅ（Ａ）是 Ａ 的完全本原正交幂等元集．
记 Ｅｓｉｍｐ（Ａ）表示 Ａ 上的全体单模在同构意义下

构成的集合． 引理 １ 已经给出了 Ａ 的完全本原正交

幂等元集， 由此立刻得到下面结论．
推论 １　 沿用引理 １ 中的记号，则 Ｅｓｉｍｐ （Ａ） ＝

｛Ｓ（ｅ） ＝ ｅＡ ／ ｒａｄ（ｅＡ） ｅ∈Ｅ（Ａ）｝ ．
注 １　 在推论 １ 中，若 ｅ ＝ ｅ（ ｒ，ｓ） ∈ＥＩ（Ａ）， 则有

右 Ａ⁃模同构 ｅ（ ｒ，ｓ）Ａ≅（Ｔ
?

１，Ｔ
?

２，…，Ｔ
?

ｔ），其中

Ｔ
?

ω
ｉｊ ＝

ｋ，ω ＝ ｒ，ｉ ＝ ｓ，
０，其他．{

注意这时有关于矩阵的等式（Ｔ
?

１，Ｔ
?

２，…，Ｔ
?

ｔ） ＝
ｅ（ ｒ，ｓ）Ｔｍ， 为简便起见， 记作 Ｔｍ（ ｒ，ｓ） ． 易验证该矩阵

是一个有限生成右 Ａ⁃模． 若 ｅ ＝ ｅ（ ｒ，ｓ）（ ｒ′，ｓ′） ∈ＥＩＩ（Ａ），
则有如下右 Ａ⁃模同构：

ｅ（ｒ，ｓ）（ｒ′，ｓ′） Ａ≅Ｔｍ （ ｒ， ｓ） ＋ Ｔｍ （ ｒ′， ｓ′）
记作
== Ｔｍ （（ ｒ，

ｓ）（ｒ′，ｓ′））．
注意， 虽然 Ｔｍ（ ｒ，ｓ） ＋ Ｔｍ（ ｒ′，ｓ′）是右 Ａ⁃模， 但

是 Ｔｍ（ ｒ，ｓ）和 Ｔｍ（ ｒ′，ｓ′）都不是右 Ａ⁃模． 进一步地，

ｒａｄ（ｅ（ ｒ，ｓ）Ａ）≅（Ｔ
⌒

１，Ｔ
⌒

２，…，Ｔ
⌒

ｔ），其中

Ｔ
?

ω
ｉｊ ＝

ｋ，ω ＝ ｒ，ｉ ＝ ｓ，１≤ｊ ＜ ｓ，
０，其他．{

为方便起见， 用 Ｒｒ
ｍ（ Ｉ，Ｊ）（其中 Ｉ，Ｊ⊆｛１，２，…，

ｍｒ｝）表示 Ａ 的子集（Ｒ１，Ｒ２，…，Ｒｔ），使得除 Ｒｒ
ｕｖ ＝ ｋ

（其中 ｕ∈Ｉ，ｖ∈Ｊ）外， 其余位置取 ０． 则 ｒａｄ（ｅ（ｒ，ｓ）Ａ） ＝
Ｒｒ

ｍ（｛ ｓ｝，Ｎｑ ＋ （ｑ≤ｓ － １）） ． 由此得到单模在 ｋ⁃线性

同构下的矩阵表示：
Ｓ（ｒ，ｓ） ＝ ｅ（ｒ，ｓ）Ａ ／ Ｒｒ

ｍ（｛ｓ｝，Ｎｑ ＋ （ｑ≤ｓ － １））≅ｋｅ（ ｒ，ｓ） ｋ
（其中 ｅ（ ｒ，ｓ）∈ＥＩ（Ａ））；

Ｓ（ ｒ，ｓ）（ ｒ′，ｓ′） ＝ ｅ（ ｒ，ｓ）（ ｒ′，ｓ′） Ａ ／ （Ｒｒ
ｍ （｛ ｓ｝，Ｎｑ ＋ （ ｑ≤ ｓ －

１）） ＋ Ｒｒ ′
ｍ（｛ ｓ′｝，Ｎｑ′ ＋ （ ｑ′≤ ｓ′ － １）））≅ｋｅ（ ｒ，ｓ）（ ｒ′，ｓ′） ｋ，

其中 ｅ（ ｒ，ｓ）（ ｒ′，ｓ′）∈ＥＩＩ（Ａ），这里≅ｋ 表示 ｋ⁃向量空间的

同构．

例 ２　 取Ａ 是例１ 给定的Ｇｅｎｔｌｅ 代数，则Ｅ（Ａ） ＝
｛ｅ（１，１），ｅ（１，２）（２，２）， ｅ（１，３）， ｅ（２，１） ｝． 因此，在同构意义

下，Ａ 上有 ４ 个不可分解投射模：

ｅ（１，１）Ａ≅

ｋ
０ ０
０ ０ ０

０
０ ０

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

，ｅ（１，２）（２，２）Ａ≅

０

ｋ ｋ^
０ ０ ０

０

ｋ ｋ^

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

，

ｅ（１，３）Ａ≅

０
０ ０
ｋ ｋ ｋ

０
０ ０

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

，ｅ（２，１）Ａ≅

０
０ ０
０ ０ ０

ｋ
０ ０

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

．

其中在 ｅ（１，２）（２，２） Ａ 的 ｋ^ 中所在位置元素取值相同，
并且

ｒａｄ（ｅ（１，１）Ａ） ＝０，ｒａｄ（ｅ（１，２）（２，２）Ａ）≅

０
ｋ ０
０ ０ ０

０
ｋ ０

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

，

ｒａｄ（ｅ（１，３）Ａ）≅

０
０ ０
ｋ ｋ ０

０
０ ０

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

，ｒａｄ（ｅ（２，１）Ａ） ＝ ０．

进一步， 可以得到 ４ 个单模的矩阵表示：

Ｓ（１，１）≅

ｋ
０ ０
０ ０ ０

０
０ ０

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

，Ｓ（１，２）（２，２）≅ｋ

０
０ １
０ ０ ０

０
０ １

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

ｋ，

Ｓ（１，３）≅ｋ

０
０ ０
０ ０ ｋ

０
０ ０

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

，Ｓ（２，１）≅

０
０ ０
０ ０ ０

ｋ
０ ０

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

．

１． ２　 投射模与投射分解

设 Ａ 是有限维 ｋ⁃代数． 众所周知，对任意右 Ａ⁃
模 Ｍ∈ｍｏｄ（Ａ），总存在正合列

…
ｐＭ
３→ＰＭ

２

ｐＭ
２→ＰＭ

１

ｐＭ
１→ＰＭ

０

ｐＭ
０→Ｍ →０

使得∀ｉ≥０ 有 ＰＭ
ｉ 投射． 称上述正合列是 Ｍ 的一个

预投射分解． 特别地， 若∃ｎ∈Ｎ 使得 ＰＭ
ｎ ≠０ 且Ｐｓ ＝
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０（ ｓ ＞ ｎ）， 则称 ｎ 是此预投射分解的长度． Ｍ 可以有

不同的预投射分解， 本文称 Ｍ 的长度最短的预投

射分解为其极小预投射分解或者简称为投射分解．
此时， 投射模 ＰＭ

０ 或者满同态 ｐＭ０ ：ＰＭ
０ →Ｍ 被称为 Ｍ

的投射覆盖， 且每个投射模 ＰＭ
ｉ ＋１ 或者满同态 ｐＭｉ ＋１ ＝

ｐｋｅｒ（ｐＭｉ ）
０ ： ＰＭ

ｉ ＋１ →ｋｅｒ（ｐＭｉ ）都是 ｋｅｒ（ｐＭｉ ）的投射覆盖；
ｋｅｒ（ｐＭｉ ）被称为 Ｍ 的（ｉ ＋１）⁃阶合冲， 记作 Ωｉ ＋１（Ｍ）．

定义 ５［１３］（投射维数与整体维数） 　 设 Ａ 是有

限维 ｋ⁃代数． 称 Ｍ∈ｍｏｄ（Ａ）的投射维数 ｐｄｉｍ（Ｍ）≤
ｎ， 若 Ωｎ ＋ １（Ｍ） ＝ ０ （等价地，ｐｄｉｍ（Ｍ）等于 Ｍ 的投射

分解的长度）． 特别地，定义 Ａ 的整体维数 ｇｄｉｍ （Ａ）
是全部有限生成右 Ａ⁃模的投射维数的上确界， 即

ｇｄｉｍ（Ａ） ＝ ｓｕｐ
Ｍ∈ｍｏｄ（Ａ）

ｐｄｉｍ（Ｍ）．

注 ２　 通常地， 对任意环 Ｒ， 称右 Ｒ⁃模（左 Ｒ⁃
模）Ｍ 的右（左）投射维数 ｐｄｉｍＲ（Ｍ）≤ｎ（ Ｒｐｄｉｍ（Ｍ）≤
ｎ），若 Ｍ 有右（左）Ｒ⁃预投射分解：

…→０
０
→ＰＭ

ｎ

ｐＭｎ→ＰＭ
ｎ －１→…→ＰＭ

１

ｐＭ１→ＰＭ
０

ｐＭ０→Ｍ→０．
因此，定义 Ｒ 的右 （左） 整体维数 ｇｄｉｍＲ （ Ｒ）

（ Ｒｇｄｉｍ（Ｒ））是全部有限生成右（左）Ｒ⁃模的投射维

数的上确界． 一般来说，ｇｄｉｍＲ（Ｒ）≠Ｒｇｄｉｍ（Ｒ）， 文献

［１４］给出了左、右整体维数不同的环； 文献［１５］证
明了∀ｍ，ｎ（１≤ｍ ＜ ｎ≤ ＋ ¥）， 都存在环 Ｒ 使得

ｇｄｉｍＲ（Ｒ） ＝ｍ ＜ ｎ ＝ Ｒｇｄｉｍ（Ｒ）；文献［１６］将上述结果

进一步推广至 Ａｂｅｌ 范畴，当 Ｒ 是有限维 ｋ⁃代数时，
则有 ｇｄｉｍＲ（Ｒ） ＝ Ｒｇｄｉｍ（Ｒ）．

在同构意义下，记 Ｅｐｒｏｊ （Ａ）是 Ａ 上的全体右 Ａ⁃
投射模构成的集合． 沿用引理 １ 中的记号， 根据文

献［１］，有下述推论．
推论 ２　 Ｅｐｒｏｊ（Ａ） ＝ ｛ｅ·（Ｔｍ ／≃） ｅ∈Ｅ（Ａ）｝ ．

２　 单模的非零合冲及其矩阵表示

注意代数的整体维数可以通过单模的投射维

数来计算， 即

ｇｄｉｍ（Ａ） ＝ ｍａｘ
Ｓ∈Ｅｓｉｍｐ（Ａ）

ｐｄｉｍ（Ｓ）．

为此， 需要对单模的合冲进行刻画． 为方便起

见， 始终假设 Ａ 是 Ｇｅｎｔｌｅ 代数， 其标准化代数为

Ｔｍ， 这里 ｍ ＝ （ｍ１，ｍ２，…，ｍｔ）∈Ｎｔ（ ｔ≥２）， 并且 ２
元映射≃：Ｏ（ｍ） × Ｏ（ｍ）→｛０，１｝总事先给定．

２． １　 单模的 １ 阶合冲

下面引理给出了单模的投射覆盖的矩阵表示，
进一步可得单模的 １ 阶合冲的矩阵表示．

引理 ２ 　 ∀ｅ ＝ ｅ（ ｒ，ｓ）（ ｒ′，ｓ′） ∈Ｅ（Ａ） ＝ ＥＩ （ Ａ） ∪
ＥⅡ（Ａ）， 有 ｋ⁃向量空间同构：

ＨｏｍＡ（ｅＡ，Ｓ（ｅ））≅ｋｓｐａｎ｛ ｐ^：Ｔｍ（（ｒ，ｓ）（ｒ′，ｓ′））→
ｅ（ｒ，ｓ）（ｒ′，ｓ′） ｋ｝，

其中 ｐ^ 是典范投射， 即对任意属于 Ｔｍ （（ ｒ，ｓ） （ ｒ′，

ｓ′））的矩阵 Ｘ， ｐ^（Ｘ）将 Ｘ 处于主对角线以外的元素

映射为 ０， 主对角线上的元素保持不变．
证　 若 ｅ∈ＥＩＩ （Ａ）， 则∃（ ｒ， ｓ） ≃（ ｒ′， ｓ′） ∈

Ｏ（ｍ）使得 ｅ ＝ ｅ（ ｒ，ｓ）（ ｒ′，ｓ′） ． 首先 ｐＳ（ｅ）
０ ：ｅＡ→Ｓ（ｅ）既是

Ｓ（ｅ）的投射覆盖， 也是典范满同态 ｐ^Ｓ（ｅ）
０ ：ｅＡ→ｅＡ ／

ｒａｄ（ｅＡ） ． 根据注 １ 可知，
ｅＡ≅Ｔｍ（（ ｒ，ｓ）（ ｒ′，ｓ′）），ｅＡ ／ ｒａｄ（ｅＡ）≅ｋｅ（ ｒ，ｓ）（ ｒ′，ｓ′） ｋ．

由此易见 ｐ^Ｓ（ｅ）
０ ∈Ｈｏｍｋ （ Ｔｍ （（ ｒ， ｓ） （ ｒ′， ｓ′）），

ｅ（ ｒ，ｓ）（ ｒ′，ｓ′） ｋ）保持 Ｘ 的主对角线上的元素不变， 并将

Ｘ 的其余元素映射为 ０ （ Ｘ 是任意给定的属于

Ｔｍ（（ ｒ，ｓ）（ ｒ′，ｓ′））的矩阵） ． 于是， 存在 ｋ⁃向量空间

的典范嵌入

κ：ｓｐａｎ｛ ｐ^｝
⊆
→ＨｏｍＡ（ｅＡ，Ｓ（ｅ）） ．

另外，ＨｏｍＡ（ｅＡ，Ｓ（ ｅ））≅Ｓ（ ｅ） ｅ， 且由有限维

代数上的单模 Ｓ（ ｅ）总是 １ 维的 ｋ⁃向量空间可知

Ｓ（ｅ）ｅ 也 是 １ 维 的， 于 是 有 ｋ⁃向 量 空 间 同 构

ＨｏｍＡ（ｅＡ，Ｓ（ｅ））≅ｋｋ． 故 κ 是 ｋ⁃线性同构． 对于 ｅ∈
ＥＩ（Ａ）的情形， 证明类似．

注 ３　 沿用引理 ２ 中的记号． 对矩阵 Ｘ ＝ （Ｘ１，
Ｘ２，…，Ｘｔ）∈Ａ， 用记号Ｘｉ

ｘ↔ｙ表示交换Ｘｉ 的第 ｘ 行和

第 ｙ 行． 则引理 ２ 给出了投射覆盖 ｐＳ（ｅ）０ （ｐＳ（ｅ）
０ ＝ ｅＡ→

Ｓ（ｅ））的矩阵刻画． 进一步地，
１）若 ｅ ＝ ｅ（ ｒ，ｓ）∈ＥＩ（Ａ）， 则有右 Ａ⁃同构

Ω１（Ｓ（ｅ））（ ＝ｋｅｒ（ｐＳ（ｅ）０ ））≅ｒａｄ（ｅ（ ｒ，ｓ） Ｔｍ）Ｘｒ
ｓ↔ｓ － １ ＝

Ｒｒ
ｍ（｛ ｓ － １｝，Ｎｔ ＋ （ ｔ≤ｓ － １）） ．

２） 若 ｅ ＝ ｅ（ ｒ，ｓ）（ ｒ′，ｓ′）∈ＥＩＩ（Ａ）， 则有右 Ａ⁃同构

Ω１（Ｓ（ｅ））（ ＝ ｋｅｒ（ｐＳ（ｅ）０ ））≅ｒａｄ（ｅ（ｒ，ｓ）（ｒ′，ｓ′） Ｔｍ）·
Ｘｒ

ｓ↔ｓ － １Ｘｒ′
ｓ′↔ｓ′ － １ ．

注意 ２ ） 所 给 的 右 Ａ⁃同 构 进 一 步 指 出 当

Ω１（Ｓ（ｅ））作为 ｋ⁃向量空间时， 同构于：
（ａ） Ｒ⊕Ｒ′，若 （ ｒ， ｓ － １） ≄（ ｉ，ｊ），∀（ ｉ， ｊ） ∈

Ｏ（ｍ），且（ ｒ′，ｓ′ － １）≄（ ｉ，ｊ），∀（ ｉ，ｊ）∈Ｏ（ｍ）；
（ｂ） （（Ｒ ＋ ｅ（ｕ，ｖ） ｋ） ／Ｓ）⊕ｋＲ′， 若（ ｒ， ｓ － １）≃

（ｕ，ｖ），且（ ｒ′，ｓ′ － １）≄（ ｉ，ｊ），∀（ ｉ，ｊ）∈Ｏ（ｍ）；
（ｃ）Ｒ⊕ｋ （（Ｒ′ ＋ ｅ（ｕ′，ｖ′） ｋ） ／Ｓ′）， 若（ ｒ，ｓ － １）≄

（ ｉ，ｊ） ，∀（ ｉ，ｊ）∈Ｏ（ｍ），且（ ｒ′，ｓ′ － １）≃（ｕ′，ｖ′）；
（ｄ） （（ Ｒ ＋ ｅ（ｕ，ｖ） ｋ） ／Ｓ） ⊕ｋ （（ Ｒ′ ＋ ｅ（ｕ′，ｖ′） ｋ） ／
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Ｓ′），若（ ｒ，ｓ － １）≃（ｕ，ｖ）且（ ｒ′，ｓ′ － １）≃（ｕ′，ｖ′） ．
其中 Ｒ ＝ Ｒｒ

ｍ （｛ ｓ － １｝，Ｎｔ ＋ （ ｔ≤ ｓ － １）），Ｒ′ ＝ Ｒｒ′
ｍ

（｛ ｓ′ － １｝，Ｎｔ′ ＋ （ ｔ′≤ ｓ′ － １）），Ｓ ＝ ｓｐａｎ ｛ ｅ（ｕ，ｖ） －
ｅ（ ｒ，ｓ － １）｝，Ｓ′ ＝ ｓｐａｎ｛ｅ（ｕ′，ｖ′） － ｅ（ ｒ′，ｓ′ － １） ｝，⊕ｋ 表示作为

ｋ⁃向量空间的直和， 并且上式第 １ 个情形下的 ｋ⁃向
量空间同构，同时也是右 Ａ⁃模同构．

推论 ３ 　 设 ｓ≥２，则 Ｒ ＝ Ｒｒ
ｍ （｛ ｓ｝，Ｎｔ ＋ （ ｔ≤ｓ －

１））不可分解投射当且仅当∀（ ｉ， ｊ）∈Ｏ（ｍ）有（ ｒ，
ｓ － １）≄（ ｉ，ｊ） ．

证　 注意 Ｒｒ
ｍ （｛ ｓ｝，Ｎｔ ＋ （ ｔ≤ｓ － １））是右 Ａ⁃模．

由注 ３ 易知它是 ｒａｄ（ｅ（ ｒ，ｓ）Ａ）的直和项． 则

Ｒｒ
ｍ（｛ｓ －１｝，Ｎｔ ＋ （ｔ≤ｓ － １）） ＝ Ｒｒ

ｍ（｛ ｓ｝，Ｎｔ ＋ （ ｔ≤
ｓ － １））Ｘｒ

ｓ↔ｓ － １≅Ｒｒ
ｍ（｛ ｓ｝，Ｎｔ ＋ （ ｔ≤ｓ － １）） ．

即 Ｒｒ
ｍ（｛ ｓ｝，Ｎｔ ＋ （ ｔ≤ ｓ － １））≅ｅ（ ｒ，ｓ － １） Ａ． 此时， 若

∀（ ｉ，ｊ）∈Ｏ（ｍ）都有（ ｒ，ｓ － １）≄（ ｉ，ｊ），则由引理 １
得 ｅ（ ｒ，ｓ － １）∈ＥＩ（Ａ）， 故 ｅ（ ｒ，ｓ － １）Ａ 是不可分解投射模．
反之， 若∃（ ｉ，ｊ）∈Ｏ（ｍ）有（ ｒ，ｓ － １）≃（ ｉ，ｊ）， 则由

引理 １ 得 ｅ（ ｒ，ｓ － １） ∉ ＥＩ （ Ａ ） （ 此 时 ｅ（ ｒ，ｓ － １）（ ｉ，ｊ） ∈
ＥＩＩ（Ａ））， 因此由注 １ 可知 ｅ（ ｒ，ｓ － １） （Ｔｍ ／≃）非投射，
矛盾．

２． ２　 单模的高阶合冲

类似引理 ２， 下面命题给出了单模的任意阶合

冲的投射覆盖的矩阵表示， 由此， 类似于注 ３， 该

命题也给出了单模的任意阶合冲的矩阵表示．
命题 １　 设 ｅ ＝ ｅ（ ｒ，ｓ）（ｕ，ｖ） ∈ＥＩＩ（Ａ）是 Ａ ＝ Ｔｍ ／≃

的本原幂等元． 若
Ωｎ（Ｓ（ｅ））≅ｋ（Ｒｒ

ｍ（｛ ｓ｝，Ｎｔ ＋ （ ｔ≤ｓ））⊕ｋｅ（ｕ，ｖ） ｋ） ／Ｓ
（或者 Ωｎ （ Ｓ （ ｅ）） ＝ ω１

ｎ ⊕ ω２
ｎ， 这里， ωλ

ｎ ≅ｋ （ Ｒｒλ
ｍ

（｛ ｓλ｝，Ｎｔ ＋ （ ｔ≤ｓλ））⊕ｋｅ（ｕλ，ｖλ） ｋ） ／Ｓλ， λ∈｛１，２｝），
其中Ｓ ＝ ｓｐａｎ｛ｅ（ｕ，ｖ） － ｅ（ｒ，ｓ）｝（或者 Ｓλ ＝ ｓｐａｎ｛ｅ（ｕλ，ｖλ） －
ｅ（ｒλ，ｓλ）｝）， 则有 ｋ⁃向量空间同构

ＨｏｍＡ（ｅＡ，Ωｎ（Ｓ（ｅ）））≅ｋｓｐａｎ｛ ｐ^：Ｔｍ（（ ｒ，ｓ）（ｕ，
ｖ））→（Ｒｒ

ｍ （｛ ｓ｝，Ｎｔ ＋ （ ｔ≤ｓ））⊕ｋｅ（ｕ，ｖ） ｋ） ／Ｓ｝ （或者

ＨｏｍＡ（ｅＡ，ωλ
ｎ ）≅ｋｓｐａｎ｛ ｐ^λ：Ｔｍ（（ ｒλ，ｓλ） （ｕλ，ｖλ））→

（Ｒｒλ
ｍ （｛ ｓλ｝，Ｎｔ ＋ （ ｔ≤ｓλ））⊕ｋｅ（ｕλ，ｖλ） ｋ） ／Ｓλ｝），

其中 ｐ^ （ 或 者 ｐ^λ ） 是 按 像 空 间 作 为 原 像 空 间

Ｔｍ（（ ｒ，ｓ）（ｕ，ｖ））（或者 Ｔｍ（（ ｒλ，ｓλ）（ｕλ，ｖλ）））子空

间所诱导的典范投射．
证　 设 Ωｎ （Ｓ（ｅ））≅ｋ （Ｒｒ

ｍ （｛ｓ｝，Ｎｔ ＋ （ ｔ≤ｓ））⊕ｋ

ｅ（ｕ，ｖ）ｋ） ／Ｓ． 注意这时

ｅＡ≅ｅ（ ｒ，ｓ）（ｕ，ｖ）（Ｔｍ ／≃）≅ｋＴｍ（（ ｒ，ｓ）（ｕ，ｖ）），
所以，ｐΩｎ（Ｓ（ｅ））

０ ∈ＨｏｍＡ （ ｅＡ，Ωｎ （ Ｓ（ ｅ）））作为 ｋ⁃线性

映射的意义下与 ｐ^ 同构． 因此，有 ｋ⁃向量空间的典范

嵌入

κ：ｓｐａｎ｛ ｐ^：Ｔｍ（（ｒ，ｓ）（ｕ，ｖ））→（Ｒｒ
ｍ（｛ｓ｝，Ｎｔ ＋ （ ｔ≤

ｓ））⊕ｋｅ（ｕ，ｖ） ｋ） ／Ｓ｝
⊆
→ＨｏｍＡ（ｅＡ，Ωｎ（Ｓ（ｅ））） ．

注意有右 Ａ⁃模同构ＨｏｍＡ （ ｅＡ，Ωｎ （ Ｓ （ ｅ））） ≅
Ωｎ（Ｓ（ｅ））ｅ， 进而有 ｋ⁃向量空间的同构

ＨｏｍＡ（ｅＡ，Ωｎ（Ｓ（ｅ）））≅ｋ （（Ｒｒ
ｍ （｛ ｓ｝，Ｎｔ ＋ （ ｔ≤

ｓ））⊕ｋｅ（ｕ，ｖ） ｋ） ／Ｓ） ｅ（ ｒ，ｓ）（ｕ，ｖ） ＝ （（Ｒｒ
ｍ （｛ ｓ｝，Ｎｔ ＋ （ ｔ≤

ｓ）） ｅ（ ｒ，ｓ）（ｕ，ｖ） ⊕ｋｅ（ｕ，ｖ） ｋ） ／Ｓ ＝ （ ｅ（ ｒ，ｓ） ｋ ⊕ｋｅ（ｕ，ｖ） ｋ ） ／
ｓｐａｎ｛ｅ（ ｒ，ｓ） － ｅ（ｕ，ｖ）｝≅ｋｋ．
即ＨｏｍＡ（ｅＡ，Ωｎ（Ｓ（ｅ）））是 １ 维 ｋ⁃向量空间， 所以 κ
是 ｋ⁃线性同构． 对于 Ωｎ（Ｓ（ｅ）） ＝ ω１

ｎ⊕ω２
ｎ 的情形的

证明类似．
注 ４　 沿用命题 １ 中的记号， 类似于注 ３， 有

Ωｎ ＋ １（Ｓ（ｅ）） ＝ ω１
ｎ ＋ １（Ｓ（ｅ））⊕ω２

ｎ ＋ １（Ｓ（ｅ））， 其中

ωλ
ｎ ＋１（Ｓ（ｅ））≅ｋ

Ｒλ，（ｕλ，ｖλ －１）≄（ｉλ， ｊλ），（ｉλ， ｊλ）∈Ｏ（ｍ），
（Ｒλ ＋ｅλ（ｗλ，ｘλ）ｋ） ／Ｓλ，（ｕλ，ｖλ －１）≃（ｗλ， ｘλ），{

其中 λ∈｛１，２｝，Ｒλ ＝ Ｒｕλ
ｍ （｛ ｖλ － １｝，Ｎｔ ＋ （ ｔ≤ ｖλ －

１）），Ｓλ ＝ ｓｐａｎ｛ ｅ（ｗλ，ｘλ） － ｅ（ｕλ，ｖλ － １） ｝， 并且上式第 １
个情形下的 ｋ⁃向量空间同构，同时也是右 Ａ⁃模
同构．

∀Ｍ∈ｍｏｄ（Ａ），用 Ω（Ｍ）表示 Ｍ 的全体非零合

冲构成的集合．

３　 Ｇｅｎｔｌｅ 代数的整体维数

为刻画 Ｇｅｎｔｌｅ 代数的整体维数，引入标准化代

数 Ｔｍ ＝ （Ｔｍ１
，Ｔｍ２

，…，Ｔｍｔ
）的关联子块的定义， 其中

ｍ ＝ （ｍ１，ｍ２，…，ｍｔ）∈Ｎｔ（ ｔ≥０） ． 称 Ｔｍ的子块 Ｔｍｒ

和 Ｔｍｕ
是关联的， 记作 Ｔｍｒ

～ Ｔｍｕ
，若∃ｓ（１≤ｓ≤ｍｒ）

和∃ｖ（１≤ ｖ≤ｍｕ ）使得（ ｒ， ｓ）≃（ ｕ， ｖ），并称集合

｛（ ｒ，ｓ），（ｕ，ｖ）｝是此关联的关联集． Ｔｍ的关联子块

组是子块序列｛Ｔｍ（ ｊ） ｝ ｎ
ｊ ＝ １ （其中 ｍ（ ｊ）∈｛ｍｉ １≤ ｉ≤

ｔ｝，ｎ∈Ｎ ＋ 或 ｎ ＝ ¥）使得∀ｊ（１≤ｊ ＜ ｎ）有关联 Ｔｍ（ ｊ） ～
Ｔｍ（ ｊ ＋１）， 并进一步称 Ｔｍ的分块 Ｔｍ（ ｊ）是此关联子块组

的 ｊ⁃关联结． 称关联子块组｛Ｔｍ（ ｊ）｝ ｎ
ｊ ＝ １是连续的， 若

∀ｊ（１≤ｊ ＜ ｎ），关联 Ｔｍ（ ｊ － １） ～ Ｔｍ（ ｊ）和 Ｔｍ（ ｊ） ～ Ｔｍ（ ｊ ＋ １）的

关联集 ｛（ ｕ′ｊ － １， ｖ′ｊ － １）， （ ｒ ｊ， ｓ ｊ ）｝ 和 ｛（ ｒ′ｊ， ｓ′ｊ）， （ ｕ ｊ ＋ １，
ｖｊ ＋ １）｝能使 ｒ′ｊ ＝ ｒ ｊ 和 ｓ′ｊ ＝ ｓ ｊ － １ 成立． 特别地，称连续

关联子块组 Ｃ１ ＝ ｛Ｔｍ（ ｊ）｝ ｎ
ｊ ＝ １是极大的，若对任意连续

关联子块组 Ｃ２ 使得 Ｃ１⊆Ｃ２，总是有 Ｃ１ ＝ Ｃ２ ．
命题 ２　 任取 ｅ∈Ｅ（Ａ）， 存在 Ｔｍ的极大连续关
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联子块组 Ｃ（ｅ） ＝ ｛Ｔｍ（ ｊ）｝ ｎｅ
ｊ ＝ １（ｎｅ∈Ｎ ＋ 或 ｎｅ ＝ ¥）， 使

得关联结集合 ｛Ｔｍ（ ｊ） １ ≤ ｊ≤ ｎｅ ｝ 和非零合冲集

Ω（Ｓ（ｅ））一一对应．
证　 不妨设 ｅ ＝ ｅ（ｕ１０，ｖ

１
０）（ｕ

２
０，ｖ

２
０） ∈ＥＩＩ （Ａ）， 则由引

理 ２，有 ｋ⁃向量空间同构

ＨｏｍＡ（ｅＡ，Ｓ（ｅ））≅ｋｓｐａｎ｛ ｐ^Ｓ（ｅ）０ ：Ｔｍ（（ｕ１
０，ｖ１０）（ｕ

２
０，

ｖ２０））→ｅ（ｕ１０，ｖ１０）（ｕ２０，ｖ２０） ｋ｝，

则 ｅ（ｕ１０，ｖ１０）∈Ｔｍ（ｕ１０），ｅ（ｕ２０，ｖ２０）∈Ｔｍ（ｕ２０） ． 其中 ｐ^Ｓ（ｅ）
０ 由 Ｓ（ｅ）

的投射覆盖 ｐＳ（ｅ）
０ →Ｓ（ｅ）作为 ｋ⁃线性映射得到． 由注

３ 知，Ω１（Ｓ（ｅ）） ＝ ｋｅｒ（ｐＳ（ｅ）
０ ） ＝ ω１

１⊕ω２
１≅ｋＲ１

１⊕Ｒ２
１，其

中 λ∈｛１，２｝，Ｒλ
１ ≅ｋＲｕλ０

ｍ （｛ ｖλ０ ｝，Ｎｔ ＋ （ ｔ≤ｖλ０ － １）） ． 若
∃（ｕλ

１ ，ｖλ１ ）≃（ｕλ
０ ，ｖλ０ － １），则进一步有

Ｒλ
１≅ｋ（Ｒｕ

λ
０
ｍ （｛ｖλ０ －１｝，Ｎｔ ＋ （ｔ≤ｖλ０ －１））⊕ｋｅ（ｕλ１，ｖλ１）·

ｋ） ／ ｓｐａｎ｛ｅ（ｕλ１ ，ｖ
λ
１ ） － ｅ（ｕλ０ ，ｖ

λ
０ － １）｝ ．

所以，根据命题 １（在此命题中取 ｎ ＝ １）有 ｋ⁃向量空

间同构

ＨｏｍＡ （ ｅ（ｕλ０ ，ｖ
λ
０ － １）（ｕλ１ ，ｖ

λ
１ ） Ａ，ω

λ
１ ） ≅ｋｓｐａｎ ｛ Ｔｍ （（ ｕλ

０ ，

ｖλ０ － １）（ｕλ
１ ，ｖλ１ ））→Ｒλ

１ ｝，
于是 ｅ（ｕλ１ ，ｖλ１ ） ∈Ｔｍ（ｕλ１ ） ． 此时 Ｔｍ（ｕλ０ ） ～ Ｔｍ（ｕλ１ ），关联集合

为｛（ｕλ
０ ，ｖλ０ － １），（ｕλ

１ ，ｖλ１ ）｝ ． 由注 ４ 可知（在此注记

中取 ｎ ＝１） ωλ
２≅ｋ（Ｒ

λ
２ ＋ ｅλ（ｕλ２，ｖλ２） ｋ） ／Ｓ

λ，若∃（ｕλ
１ ，ｖ

λ
１ －

１）≃（ｕλ
２ ，ｖλ２ ）；否则 ωλ

２≅ｋＲ
λ
２ ，此时根据推论 ３，ωλ

２ 是

不可分解投射模． 再次使用命题 １（在此命题中取

ｎ ＝ ２）， 有

ＨｏｍＡ （ ｅ（ｕλ１ ，ｖ
λ
１ － １）（ｕλ２ ，ｖ

λ
２ ） Ａ，ω

λ
２ ） ≅ｋｓｐａｎ ｛ Ｔｍ （（ ｕλ

１ ，

ｖλ１ － １）（ｕλ
２ ，ｖλ２ ））→Ｒλ

２ ｝，
并且得 ｅ（ｕλ２ ，ｖ

λ
２ ）∈Ｔｍ（ｕλ２ ） ． 此时 Ｔｍ（ｕλ１ ） ～ Ｔｍ（ｕλ２ ）， 关联集

合为｛（ｕλ
１ ，ｖλ１ － １），（ｕλ

２ ，ｖλ２ ）｝ ．
易见｛Ｔｍ（ｕλ０ ），Ｔｍ（ｕλ１ ），Ｔｍ（ｕλ２ ） ｝是 Ｔｍ的 １ 个连续关

联子块组． 由归纳法知，可以构造 １ 个 Ｔｍ的极大连续

关联子块组｛Ｔｍ（ｕλｊ ）｝
ｎλｅ
ｊ ＝１， 使得 ｆ：｛Ｔｍ（ｕλｊ ） １≤ｊ≤ｎλ

ｅ ｝→
Ω（Ｓ（ｅ）），Ｔｍ（ｕλｊ ） Ωｊ（Ｓ（ｅ））是双射， 这是因为：

１）若∃ｎ∈Ｎ ＋使得Ωｎ（Ｓ（ｅ））≠０但 Ωｎ ＋ １（Ｓ（ｅ）） ＝
０，则 ωλ

ｎ 是不可分解投射模 （见推论 ３），且 ωλ
ｎ ＋ １≅

Ｒλ
ｎ ＋ １的维数等于 ０；

２）若∀ｎ∈Ｎ ＋ 都有 Ωｎ（Ｓ（ｅ））≠０，重复使用命

题 １， 然后由推论 ３ 得 ωλ
ｎ ≅Ｒλ

ｎ ≠０，则｛Ｔｍ（ｕλｊ ）｝
ｎλｅ
ｊ ＝ １和

Ω（Ｓ（ｅ））都是可数无限集．
注意 λ∈｛１，２｝，取 ｎｅ ＝ ｍａｘ｛ｎ１

ｅ，ｎ２
ｅ｝即得所要

寻找的 Ｔｍ的极大连续关联子块组．
定理 １　 设 Ｇｅｎｔｌｅ 代数 Ａ 非单，其标准化代数

Ｔｍ的全体极大连续关联子块组构成的集合是 ｍ（Ａ），

则 ｇｄｉｍ（Ａ） ＝ ｍａｘ
｛Ｔｍ（ ｊ）｝

ｎ
ｊ ＝ １∈ｍ（Ａ）

ｎ，其中 ｎ∈Ｎ ＋ ∪｛¥｝ ．

证　 由 ｇｄｉｍ （Ａ） ＝ ｍａｘ
Ｓ∈Ｅｓｉｍｐ（Ａ）

ｐｄｉｍ （ Ｓ）以及命题 ２

即得．
令 Ｆ（Ａ）是由 Ｇｅｎｔｌｅ 代数 Ａ 上的全体极大的非

平凡 Ｆｏｒｂｉｄｄｅｎ 路构成的集合，ｍ（Ａ）是 Ａ 上全体极

大连续关联子块组构成的集合． 下面给出 Ｇｅｎｔｌｅ 代

数的整体维数在箭图上的表示．
定理２　 设Ａ是Ｇｅｎｔｌｅ 代数，则 ｇｄｉｍ（Ａ） ＝ ｍａｘ

Ｆ∈Ｆ（Ａ）
ｌ（Ｆ）．

证　 为证此命题，只需证存在双射 Ｈ：Ｆ（Ａ）→
ｍ（Ａ） ． 证明分为（ａ）和（ｂ）２ 个部分． 在（ ａ）中先给

出 Ｈ 的构造， 并证明 Ｈ 是单射． 然后在（ｂ）中证明

Ｈ 也是满射．
（ａ）设 ｍ ＝ （ｍ１，ｍ２，…，ｍｔ）∈Ｎｔ （ ｔ≥２） ． 任取

Ｆ ＝ α１α２…αｎ∈Ｆ（Ａ），由 αｉαｉ ＋ １∈Ｉ（１≤ｉ ＜ ｎ）可知，
∃ｒ１，ｒ２，…，ｒｎ∈｛ｍ１，ｍ２，…，ｍｔ｝， 使得

（ ｒ ｊ，ｓ ｊ） ≃（ ｒ ｊ ＋ １， ｓ ｊ ＋ １ ），（ ｒ ｊ ＋ １， ｓ ｊ ＋ １ － １） ≃（ ｒ ｊ ＋ ２，
ｓ ｊ ＋ ２），∀ｊ ＝ １，３，５，…，且 ｊ≤ｎ － ２．

此时， 令 Ｈ（Ｆ） ＝ ｛Ｔｍ（ｊ）｝ｎ
ｊ ＝１， 使得有关联 Ｔｍ（ｊ）≃

Ｔｍ（ｊ ＋１）（关联集｛（ｒｊ，ｓｊ），（ｒｊ ＋１，ｓｊ ＋１）｝），以及 Ｔｍ（ ｊ ＋１）≃
Ｔｍ（ ｊ ＋ ２） （关联集｛（ ｒ ｊ ＋ １， ｓ ｊ ＋ １ － １），（ ｒ ｊ ＋ ２， ｓ ｊ ＋ ２ ）｝） ． 显
然，对不同的极大非平凡 Ｆｏｒｂｉｄｄｅｎ 路 Ｆ， 按上述构

造所得的 Ｈ（Ｆ）唯一决定． 于是 Ｈ 单．
（ｂ）反之，任取｛Ｔｍ（ｊ）｝ｎ

ｊ ＝１∈Ｆ（Ａ），并设 Ｔｍ（ ｊ － １） ～
Ｔｍ（ ｊ） （关联集 ｛（ ｕ′ｊ － １， ｖ′ｊ － １ ）， （ ｒ ｊ， ｓ ｊ ）｝）， Ｔｍ（ ｊ） ～
Ｔｍ（ ｊ ＋ １）（关联集｛（ ｒ′ｊ， ｓ′ｊ ），（ ｕ ｊ ＋ １， ｖｊ ＋ １ ）｝） ． 令（ ｕ′ｊ － １，
ｖ′ｊ － １ ＋ １）对应点 ｔ ｊ － １∈Ｑ０，（ｕ′ｊ － １，ｖ′ｊ － １）和（ ｒ ｊ，ｓ ｊ）对应

点 ｔ ｊ ∈Ｑ０，（ ｒ′ｊ， ｓ′ｊ ）和（ ｕ ｊ ＋ １，ｖｊ ＋ １ ）对应点 ｔ ｊ ＋ １ ∈Ｑ０，
（ ｒ ｊ，ｓ ｊ ＋ １）对应点 ｔ ｊ ＋ ２∈Ｑ０，则存在箭向 α ｊ － １：ｔ ｊ － １→
ｔ ｊ， α ｊ： ｔ ｊ → ｔ ｊ ＋ １ 和 α ｊ ＋ １： ｔ ｊ ＋ １ → ｔ ｊ ＋ ２ 使得 α ｊ － １ α ｊ ∈ Ｉ 且

α ｊα ｊ ＋ １∈Ｉ． 可见｛Ｔｍ（ ｊ）｝ ｎ
ｊ ＝ １对应一条非平凡的 Ｆｏｒｂｉｄ⁃

ｄｅｎ 路 ｐ ＝ α１α２…αｎ ． 由于｛Ｔｍ（ ｊ）｝ ｎ
ｊ ＝ １是极大的，所以

ｐ 也极大． 否则，若∃ｐ′⊇ ｐ 极大，则根据 （ ａ） 有

Ｈ（ｐ′）⊇｛Ｔｍ（ ｊ）｝ ｎ
ｊ ＝ １，与｛Ｔｍ（ ｊ）｝ ｎ

ｊ ＝ １极大性矛盾． 这样就

构造了 ｐ∈Ｆ（Ａ）使得 Ｈ（ｐ） ＝ ｛Ｔｍ（ ｊ）｝ ｎ
ｊ ＝ １ ． 于是 Ｈ 满．

再由定理 １ 就得到了 ｇｄｉｍ（Ａ） ＝ ｍａｘ
Ｆ∈Ｆ（Ａ）

ｌ（Ｆ） ．
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１２（３）：４１８⁃４４０．

［１６］ ＦＯＳＳＵＭ Ｒ Ｍ， ＧＲＩＦＦＩＴＨ Ｐ Ａ， ＲＥＩＴＥＮ Ｉ． Ｔｒｉｖｉａｌ ｅｘ⁃
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２． Ｄｅｐａｒｔｍｅｎｔ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ， Ｎａｎｊｉｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ， Ｎａｎｊｉｎｇ Ｊｉａｎｇｓｕ ２１００９３， Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ：Ｉｔ ｉｓ ｓｈｏｗｅｄ ｔｈａｔ ｆｏｒ Ｇｅｎｔｌｅ ａｌｇｅｂｒａ， ｔｈｅ ｓｉｍｐｌｅ ｍｏｄｕｌｅ ａｎｄ ｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅ ｍｏｄｕｌｅ ｃａｎ ｂｅ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｚｅｄ ｂｙ
ｍａｔｒｉｘ ｍｏｄｅｌ， ａｎｄ ａ ｍａｔｒｉｘ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎ ｏｆ ｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅ ｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｓｉｍｐｌｅ ｍｏｄｕｌｅ ｉｓ ｐｒｏｖｉｄｅｄ． Ｔｈｕｓ ｔｈｅ ｇｌｏｂａｌ ｄｉ⁃
ｍｅｎｓｉｏｎ ｏｆ ａ Ｇｅｎｔｌｅ ａｌｇｅｂｒａ ｃａｎ ｂｅ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｚｅｄ ｂｙ ａ ｓｐｅｃｉａｌ ｓｕｂｍａｔｒｉｘ ｓｅｑｕｅｎｃｅ ｉｎｄｕｃｅｄ ｂｙ ｉｔｓ ｍａｔｒｉｘ ｍｏｄｅｌ．
Ｆｕｒｔｈｅｒｍｏｒｅ， ｂｙ ｓｈｏｗｉｎｇ ｔｈａｔ ａｂｏｖｅ ｓｐｅｃｉａｌ ｓｕｂｍａｔｒｉｘ ｓｅｑｕｅｎｃｅｓ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄ ｔｏ ｍａｘｉｍａｌ ｎｏｎ⁃ｔｒｉｖｉａｌ Ｆｏｒｂｉｄｄｅｎ ｐａｔｈｓ
ｏｎ ｔｈｅ ｑｕｉｖｅｒ ｏｆ Ｇｅｎｔｌｅ ａｌｇｅｂｒａ， ｔｈｅ ｇｌｏｂａｌ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎ ｏｆ Ｇｅｎｔｌｅ ａｌｇｅｂｒａ ｅｑｕａｌｓ ｔｈｅ ｌｅｎｇｔｈ ｏｆ ｔｈｅ ｍａｘｉｍａｌ ｎｏｎｔｒｉｖｉａｌ
Ｆｏｒｂｉｄｄｅｎ ｐａｔｈ ｉｓ ｏｂｔａｉｎｅｄ．
Ｋｅｙ ｗｏｒｄ：ｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅ ｍｏｄｕｌｅ； ｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅ ｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎ； ｈｏｍｏｌｏｇｉｃａｌ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎ； ｍａｔｒｉｘ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎ； ｑｕｉｖｅｒ ｒｅｐｒｅ⁃
ｓｅｎｔａｔｉｏｎ．

（责任编辑：曾剑锋）

６８２ 江西师范大学学报（自然科学版） ２０２３ 年


