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４ 阶方程基于混合格式的一种有效的
Ｌｅｇｅｎｄｒｅ⁃Ｇａｌｅｒｋｉｎ 逼近

魏　 涛，安　 静∗

（贵州师范大学数学科学学院，贵州 贵阳　 ５５００２５）

摘要：该文提出了 ４ 阶方程基于混合格式的一种有效的 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ⁃Ｇａｌｅｒｋｉｎ 逼近． 首先，通过引入一个辅助

函数，将原问题化为等价的 ２ 阶混合格式． 再引入一类适当的 Ｓｏｂｏｌｅｖ 空间及其逼近空间，建立了 ２ 阶混

合格式的弱形式和相应的离散格式；其次，利用在非一致带权 Ｓｏｂｏｌｅｖ 空间中正交投影算子的逼近性质，
证明了逼近解的误差估计；另外，利用 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 多项式的正交性质，构造了在逼近空间中的一组适当的基

函数，使得在离散混合变分形式中的质量矩阵和刚度矩阵都是稀疏的，从而能够用共轭梯度法快速地求

解． 最后，给出了一些数值算例， 数值结果表明了所提出的算法的有效性和高精度性．
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０　 引言

４ 阶问题广泛地应用于科学和工程领域，很多

复杂的非线性问题的数值计算最终都归结为求解 ４
阶微分方程，如计算流体动力学和 Ｃａｈｎ⁃Ｈｉｌｌｉａｒｄ 方

程［１⁃４］、传输特征值问题［５⁃１０］等． 因此，关于 ４ 阶问题

数值方法，一直以来是很多学者关注的话题，提出

一些有效求解 ４ 阶问题的高精度数值方法十分有

意义．
众所周知，对于 ４ 阶问题的协调有限元法，逼近

空间必须满足在整个计算区域内是连续可微的，其
基函数的构造非常复杂，特别是对一些 ３ 维的 ４ 阶

非线性问题． 各种各样的有限元法相继被提出并广

泛地应用于很多物理问题和数学问题的计算［１１⁃１８］ ．
然而，这些数值方法主要是基于一些低阶的有限元

方法，要获得高精度的数值解需要花费很多计算时

间和内存容量． 因此，本文的目的是提出 ４ 阶方程基

于混合格式的一种有效的 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ⁃Ｇａｌｅｒｋｉｎ 逼近．
首先，通过引入一个辅助函数，将原问题化为等价

的 ２ 阶混合格式；再引入一类适当的 Ｓｏｂｏｌｅｖ 空间及

其逼近空间，建立了 ２ 阶混合格式的弱形式和相应

的离散格式． 其次，利用在非一致带权 Ｓｏｂｏｌｅｖ 空间

中正交投影算子的逼近性质，证明了逼近解的误差

估计；另外，利用 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 多项式的正交性质，构造

了在逼近空间中的一组适当的基函数，使得在离散

混合变分形式中的质量矩阵和刚度矩阵都是稀疏

的，从而能够用共轭梯度法快速地求解． 最后，给出

了一些数值算例，数值结果表明了本文算法的有效

性和高精度性．

１　 耦合的降阶格式及其变分形式

本文考虑如下 ４ 阶问题：



Δ２ψ－αΔψ＋βψ＝ｇ，在 Ω 内，
ψ＝∂ψ ／ ∂ｎ＝ ０， 在∂Ω 上，{ （１）

其中 α、β 是非负常数，ｎ 是单位外法向量，Ω 是在

Ｒｄ 中的有界区域．
令 ｕ ＝ － Δψ，则方程组 （ １） 等价于 ２ 阶混合

格式：
－Δψ＝ｕ，　 　 　 在 Ω 内，
－Δｕ＋αｕ＋βψ＝ｇ，在 Ω 内，
ψ＝∂ψ ／ ∂ｎ＝ ０， 在∂Ω 上．

ì

î

í

ïï

ïï

（２）

令 Ｌ２（Ω）、Ｈｍ（Ω）和 Ｈｍ
０ （Ω）为通常的 Ｓｏｂｏｌｅｖ

空间，‖·‖与‖·‖ｍ 分别为在 Ｌ２（Ω）与 Ｈｍ（Ω）或
Ｈｍ

０ （Ω）中的范数， · ｍ 为在 Ｈｍ（Ω）或 Ｈｍ
０ （Ω）中的

半范数． 设 Ｖ＝Ｈ１（Ω），Ｍ＝Ｈ１
０（Ω），Ｈ＝Ｌ２（Ω），

ａ（ｕ，ｖ） ＝ ∫
Ω
ｕｖｄｘ，ｂ（ｕ，ψ） ＝ － ∫

Ω
? ｕ ? ψｄｘ．

则式（２）的弱形式是：求（ｕ，ψ）∈Ｖ×Ｍ，使得

ａ（ｕ，ｖ）＋ｂ（ｖ，ψ）＝ ０，　 　 　 　 　 　 　 ∀ｖ∈Ｖ，
－ｂ（ｕ，φ）＋（αｕ，φ）＋（βψ，φ）＝ （ｇ，φ）， ∀φ∈Ｍ．{ （３）

不失一般性，现在仅考虑 Ω ＝ ［－１，１］ ２ 的情况．
设 ＰＮ 为在区间［－１，１］上次数不超过 Ｎ 的多项式空

间，定义逼近空间 ＶＮ ＝ （ＰＮ ×ＰＮ）∩Ｈ１（Ω）和 ＭＮ ＝

（ＰＮ×ＰＮ）∩Ｈ１
０（Ω），则式（３）的离散格式是：求（ｕＮ，

ψＮ）∈ＶＮ×ＭＮ，使得

ａ（ｕＮ，ｖＮ）＋ｂ（ｖＮ，ψＮ）＝ ０，　 　 　 　 　 　 ∀ｖＮ∈ＶＮ，
－ｂ（ｕＮ，φＮ）＋（αｕＮ，φＮ）＋（βψＮ，φＮ）＝ （ｇ，φＮ），∀φＮ∈ＭＮ．

{
定理 １　 ４ 阶问题（１）与混合变分问题（３）等价．
证　 若 ψ 为式（１）的解，则由格林公式得（ｕ ＝

－Δψ，ψ）为式（３）的解． 反之，若（ ｕ，ψ）为式（３）的

解，则∀φ∈Ｈ１
０（Ω），由格林公式得

－ｂ（ｕ，φ）＝ ∫
Ω

? ｕ ? φｄｘ＝ ∫
∂Ω
∂ｕ ／ ∂ｎ （φ）ｄＳ－ ∫

Ω
Δｕ·

φｄｘ＝ － ∫
Ω
Δｕφｄｘ．

将上式代入式（３）的第 ２ 个等式，有

∫
Ω
（－Δｕ＋αｕ＋βψ－ｇ）φｄｘ＝ ０．

由变分法基本引理得

－Δｕ＋αｕ＋βψ＝ｇ． （４）
同理，由变分法基本引理、格林公式和式（３）的

第 １ 个等式得

ｕ＝ －Δψ． （５）
另外，∀ｖ∈Ｈ１（Ω），由式（３）的第 １ 个等式得

∫
Ω
（ｕ＋Δψ）ｖｄｘ－ ∫

∂Ω
（ｖ∂ψ ／ ∂ｎ）ｄＳ＝ ０． （６）

在式（ ６） 中取 ｖ ＝ ∂ψ ／ ∂ ｎ，结合式 （ ５），有 ψ ∂Ω ＝

（∂ψ ／ ∂ｎ） ∂Ω ＝ ０． 再将式（５）代入式（４）可得 ψ 为式

（１）的解．

２　 逼近解的误差估计

在这一节中给出逼近解的误差估计． 用 ａ≲ｂ 表

示 ａ≤Ｃｂ，其中 Ｃ 是大于 ０ 的常数． 为了简洁起见，
仅考虑 α＝β＝ ０ 的情形，此时式（１）等价于

Δ２ψ＝ｇ，　 　 在 Ω 内，
ψ＝∂ψ ／ ∂ｎ＝ ０，在∂Ω 上．{ （７）

方程组（７）等价的 ２ 阶混合格式为

－Δψ＝ｕ，　 　 在 Ω 内，
－Δｕ＝ｇ， 在 Ω 内，
ψ＝∂ψ ／ ∂ｎ＝ ０， 在∂Ω 上．

ì

î

í

ïï

ïï

（８）

则式（８）的弱形式为： 求（ｕ，ψ）∈Ｖ×Ｍ，使得

ａ（ｕ，ｖ）＋ｂ（ｖ，ψ）＝ ０，∀ｖ∈Ｖ，
－ｂ（ｕ，φ）＝ （ｇ，φ）， ∀φ∈Ｍ．{ （９）

式（９）的离散格式为：求（ｕＮ，ψＮ）∈ＶＮ×ＭＮ，使得

ａ（ｕＮ，ｖＮ）＋ｂ（ｖＮ，ψＮ）＝ ０，∀ｖＮ∈ＶＮ，
－ｂ（ｕＮ，φＮ）＝ （ｇ，φＮ）， ∀φＮ∈ＭＮ ．

{ （１０）

定理 ２　 混合变分问题（９） 和离散变分问题

（１０）存在唯一的解．
证　 仅给出混合变分问题（９）解的存在唯一性

证明，离散变分问题（１０）解的存在唯一性可以类似

地推导． 由于在文献［１７］中 １． ６． １ 节已经证明了问

题（７）存在广义解 ψ∈Ｈ３（Ω）∩Ｈ２
０（Ω），由定理 １ 知

（ｕ，ψ）＝ （－Δψ，ψ）∈Ｈ１（Ω）×Ｈ１
０（Ω）为问题（９）的一

个解． 现只需证明混合变分问题（９）的解是唯一的．

令 ｇ＝０，在式（９）中取 ｖ＝ｕ，φ＝ψ， 有 ａ（ｕ，ｕ）＝ ∫
Ω
ｕ ２ｄｘ＝

０，即 ｕ＝ ０． 再将 ｕ＝ ０ 代入式（９）的第 １ 式，有

ｂ（ｖ，ψ）＝ － ∫
Ω

? ｖ ? ψｄｘ＝ ０，∀ｖ∈Ｈ１（Ω）． （１１）

在式（１１）中取 ｖ＝ψ∈Ｈ１
０（Ω）⊂Ｈ１（Ω），有

ｂ（ψ，ψ）＝ － ∫
Ω

? ψ ２ｄｘ＝ ０，

即 ψ ２
１ ＝ ０． 由 Ｐｏｉｎｃａｒé 不等式可知 · １ 与‖·‖１ 等

价，从而有 ψ＝ ０． 即当 ｇ＝ ０ 时，混合变分问题（９）只
有零解． 因此混合变分问题（９）的解是唯一的． 通过

类似地推导可证明离散变分问题（１０）的解也是唯

一的．
引理 １　 ａ（ｕ，ｖ）和 ｂ（ｖ，φ）是分别定义在 Ｌ２（Ω）×

Ｌ２（Ω） 和 Ｈ１ （Ω） ×Ｈ１
０ （Ω） 上的有界线性泛函，即

ａ（ｕ，ｖ） ≤‖ｕ‖‖ｖ‖， ｂ（ｖ，φ） ≤‖ｖ‖１‖φ‖１．
证　 由 Ｃａｕｃｈｙ－Ｓｃｈｗａｒｚ 不等式有
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ａ（ｕ，ｖ） ＝ ∫
Ω
ｕｖ ｄｘ ≤‖ｕ‖‖ｖ‖， ｂ（ｖ，φ） ＝

－ ∫
Ω

? ｖ ? φｄｘ ≤‖? ｖ‖‖? φ‖＝ ｖ １ φ １≤‖ｖ‖１·

‖φ‖１．
引理 ２　 ｂ（·，·）满足连续的 ＢＢ 条件， 即

ｓｕｐ
ｖ∈Ｈ１（Ω）

ｂ（ｖ，φ） ／ ‖ｖ‖１( ) ≥β‖φ‖１，∀φ∈Ｈ１
０（Ω），

其中 β 是一个大于 ０ 的常数．
证　 ∀φ∈Ｈ１

０（Ω）， 由 Ｐｏｉｎｃａｒé 不等式可知，存
在一个大于零的常数 ｃ，使得‖φ‖１≤ｃ φ １，∀φ∈
Ｈ１

０（Ω）． 则
ｓｕｐ

ｖ∈Ｈ１（Ω）

（ｂ（ｖ，φ） ／‖ｖ‖１）≥ｂ（－φ，φ） ／ ‖－φ‖１ ＝

－ ∫
Ω
（? （－φ）? φ）ｄｘ ／ ‖φ‖１ ＝ ∫

Ω
（? φ ? φ）ｄｘ ／ ‖φ‖１ ＝

φ ２
１ ／ ‖φ‖１ ≥‖φ‖２

１ ／ （ ｃ２ ‖φ‖１） ＝ ‖φ‖１ ／ ｃ２ ＝
β‖φ‖１ ．
故 ｂ（·，·）满足连续的 ＢＢ 条件．

定义离散 ＢＢ 条件

ｓｕｐ
ｖ∈ＶＮ

ｂ（ｖ，φ） ／ ‖ｖ‖１( ) ≥β０‖φ‖１，∀φ∈ＭＮ， （１２）

其中 β０ 是一个大于 ０ 的常数．
引理 ３　 若 ｂ（·，·）满足连续的 ＢＢ 条件，并

且存在投影算子 ΛＮ：Ｖ→ＶＮ 使得

ｂ（ｖ－ΛＮｖ，μ）＝ ０，∀μ∈ＭＮ， （１３）
并且满足

‖ΛＮｖ‖１≤ｃ‖ｖ‖１，∀ｖ∈Ｈ１（Ω）， （１４）
则离散 ＢＢ 条件（１２）成立．

证　 由式（１３） 可知，∀φ∈ＭＮ，有 ｂ （ ｖ，φ） ＝
ｂ ΛＮｖ，φ( ) ． 由式（１４）可得

ｂ（ｖ，φ） ／‖ｖ‖１ ＝ ｂ ΛＮｖ，φ( ) ／‖ｖ‖１ ≤ｂ（ΛＮｖ，
φ） ／ （‖ΛＮｖ‖１ ／ ｃ）≤ｃ ｓｕｐ

ｖＮ∈ＶＮ

（ｂ（ｖＮ，φ） ／‖ｖＮ‖１）．

由于 ｂ（·，·）满足连续的 ＢＢ 条件，即
ｓｕｐ
ｖ∈Ｖ

（ｂ（ｖ，φ） ／‖ｖ‖１）≥β‖φ‖１，∀φ∈Ｍ．

所以，∀φ∈ＭＮ⊂Ｍ，有
β‖φ‖１≤ｓｕｐ

ｖ∈Ｖ
（ｂ（ｖ，φ） ／‖ｖ‖１）≤ｃ ｓｕｐ

ｖＮ∈ＶＮ

（ｂ（ ｖＮ，

φ） ／ ‖ｖＮ‖１），
即 ｓｕｐ

ｖＮ∈ＶＮ

（ｂ（ｖＮ，φ） ／‖ｖＮ‖１）≥β‖φ‖１ ／ ｃ ＝β０‖φ‖１，

∀φ∈ＭＮ ．
引理 ４　 设（ｕ，ψ）和（ｕＮ，ψＮ）分别为变分形式

（９）和离散格式（１０）的解， 则

‖ｕ－ｕＮ‖≤２ ｉｎｆ
ｖＮ∈ＺＮ（φ）

‖ｕ－ｖＮ‖＋ｃＮ ｉｎｆ
φＮ∈ＭＮ（φ）

‖ψ－φＮ‖１，

其中 ＺＮ（φ） ＝ ｛ ｖＮ：ｖＮ∈ＶＮ，－ｂ（ ｖＮ，φＮ） ＝ （ｇ，φＮ），

∀φＮ∈ＭＮ｝．
证　 令 ｗＮ ＝ ｖＮ－ｕＮ，则有 ａ（ｗＮ，ｗＮ）＝ ａ（ ｖＮ －ｕ，

ｗＮ）＋ａ（ｕ－ｕＮ，ｗＮ）． 由式（９）和式（１０）可得

ａ（ｕ－ｕＮ，ｗＮ）＝ ａ（ｕ，ｗＮ） －ａ（ｕＮ，ｗＮ） ＝ －ｂ（ｗＮ，
ψ）＋ｂ（ｗＮ，ψＮ）＝ ｂ（ｗＮ，ψＮ－ψ），∀ｗＮ∈ＶＮ ．

由于 ｂ（ ｖＮ －ｕＮ，φＮ） ＝ ０，∀ｖＮ∈ＺＮ（φ），∀φＮ∈
ＭＮ，所以

ａ（ ｕ －ｕＮ， ｖＮ －ｕＮ） ＝ ｂ （ ｖＮ － ｕＮ，φＮ －ψ），∀ｖＮ ∈
ＺＮ（φ），∀φＮ∈ＭＮ ．

因为 ＶＮ 是有限维的，‖·‖１ 和‖·‖在 ＶＮ 中是

等价的，因此存在一个常数 ｃＮ，使得‖ｖＮ‖１≤ｃＮ·
‖ｖＮ‖，∀ｖＮ∈ＶＮ ． 再利用引理 １ 得

‖ｖＮ－ｕＮ‖２ ＝ ａ（ ｖＮ －ｕＮ，ｖＮ －ｕＮ） ＝ ａ（ ｖＮ －ｕ，ｖＮ －
ｕＮ）＋ａ（ｕ－ｕＮ，ｖＮ －ｕＮ）＝ ａ（ ｖＮ －ｕ，ｖＮ －ｕＮ） ＋ｂ（ ｖＮ －ｕＮ，
φＮ－ψ）≤‖ｖＮ－ｕ‖‖ｖＮ－ｕＮ‖＋‖ｖＮ－ｕＮ‖１‖φＮ－ψ‖１≤
‖ｖＮ－ｕ‖‖ｖＮ－ｕＮ‖＋ｃＮ‖φＮ－ψ‖１‖ｖＮ－ｕＮ‖，
即‖ｖＮ－ｕＮ‖≤‖ｖＮ－ｕ‖＋ｃＮ‖ψ－φＮ‖１，则有

‖ｕ－ｕＮ‖≤‖ｕ－ｖＮ‖＋‖ｖＮ－ｕＮ‖≤‖ｕ－ｖＮ‖＋
‖ｖＮ－ｕ‖＋ｃＮ‖ψ－φＮ‖１ ＝ ２‖ｕ－ｖＮ‖＋ｃＮ‖ψ－φＮ‖１ ．
由 ｖＮ 和 φＮ 的任意性可得

‖ｕ－ｕＮ‖≤２ ｉｎｆ
ｖＮ∈ＺＮ（φ）

‖ｕ－ｖＮ‖＋ｃＮ ｉｎｆ
φＮ∈ＭＮ（φ）

‖ψ－φＮ‖１ ．

令 Ｊα，β
ｎ （ α， β ＞ － １） 为通常的 Ｊａｃｏｂｉ 多项式，

ωα，β（ｘ）＝ （１－ｘ） α（１＋ｘ） β 表示 Ｊａｃｏｂｉ 权函数，则定义

广义 Ｊａｃｏｂｉ 多项式如下：

Ｊｐ，ｑ
ｎ （ｘ）＝

（１－ｘ） －ｐ（１＋ｘ） －ｑＪ－ｐ，－ｑ
ｎ－ｎ０

（ｘ），ｐ，ｑ≤－１，

（１－ｘ） －ｐＪ－ｐ，ｑ
ｎ－ｎ０

（ｘ）， ｐ≤－１，ｑ＞－１，

（１＋ｘ） －ｑＪｐ，－ｑ
ｎ－ｎ０

（ｘ）， ｐ＞－１，ｑ≤－１，

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

其中 ｎ０≤ｎ，且

ｎ０ ＝ｎ０（ｐ，ｑ）＝
－（ｐ＋ｑ），ｐ，ｑ≤－１，
－ｐ， ｐ≤－１，ｑ＞－１，
－ｑ， ｐ＞－１，ｑ≤－１．

ì

î

í

ïï

ïï

令 Ｊ＾ ｐ，ｑｎ 为标准的 Ｊａｃｏｂｉ 多项式，即 ∫１
－１
Ｊ＾ ｐ，ｑｎ （ｘ） ·

Ｊ＾ ｐ，ｑｍ （ｘ）ωｐ，ｑ（ｘ）ｄｘ ＝ δｍｎ ． 定义 ｄ 维张量形式的 Ｊａｃｏｂｉ
多项式和权函数：

Ｊｐ，ｑ
ｎ （ｘ）＝ ∏

ｄ

ｉ＝１
Ｊ＾ ｐｉ，ｑｉｎｉ

（ｘｉ），ωｐ，ｑ（ｘ）＝ ∏
ｄ

ｉ＝１
ωｐｉ，ｑｉ（ｘｉ），

其中 ｘ∈Ｉｄ，ｎ＝（ｎ１，ｎ２，…，ｎｄ）∈Ｎｄ，ｑ ＝ （ｑ１，ｑ２，…，
ｑｄ），ｐ＝（ｐ１，ｐ２，…，ｐｄ）． 定义 ２ 维 Ｎ 次多项式空间

Ｑｐ，ｑ
Ｎ ＝ｓｐａｎ｛Ｊｐ，ｑ

ｎ （ｘ）： ｎ ? ≤Ｎ｝，其中 ｐ ＝ （－１，－１），
ｑ＝（－１，－１）， ｜ｎ ｜ ?

＝ ｍａｘ
１≤ｉ≤２

｛ｎｉ｝． 显然，Ｑｐ，ｑ
Ｎ ＝ＭＮ ．

定义正交投影πｐ，ｑ
Ｎ ：Ｌ２

ωｐ，ｑ（Ω）→Ｑｐ，ｑ
Ｎ ， 使得

∫
Ω
（πｐ，ｑ

Ｎ ｕ－ｕ）ｖＮ ωｐ，ｑｄｘ＝ ０，∀ｖＮ∈Ｑｐ，ｑ
Ｎ ．
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定义非一致带权 Ｓｏｂｏｌｅｖ 空间

Ｂｓ
ｐ，ｑ（Ω） ＝ ｛ ｕ：∂ｍ

ｘ ｕ∈Ｌ２
ωｐ＋ｍ，ｑ＋ｍ（ Ｉ２），０≤ ｜ ｍ ｜ １ ≤

ｓ｝，∀ｓ∈Ｎ．
其半范数和范数分别为

ｕ Ｂｓ
ｐ，ｑ（Ω）

＝ （ ∑
２

ｉ ＝ １
‖∂ｓ

ｘｉ
ｕ‖２

ω
ｐ＋ｓｅｉ，ｑ＋ｓｅｉ，Ω

） １ ／ ２，

‖ｕ‖Ｂｓ
ｐ，ｑ（Ω）

＝ （ ∑
０≤｜ ｍ｜ １≤ｓ

‖∂ｍ
ｘ ｕ‖２

ωｐ＋ｍ，ｑ＋ｍ，Ω）
１ ／ ２，

其中 ｍ ＝ （ｍ１， ｍ２ ） ∈ Ｎ２， ｍ １ ＝ ｍ１ ＋ ｍ２， ∂ｍ
ｘ ｕ ＝

∂ｍ１
ｘ１
∂ｍ２
ｘ２
ｕ，ｅｉ 为在 Ｒ２ 中的第 ｉ 个单位向量．

由文献［１６］中的定理 ８． １ 和注记 ８． １４ 有下面

的引理．
引理 ５　 ∀ｕ∈Ｂｓ

ｐ，ｑ（Ω）和 １≤ｓ≤Ｎ＋１，则不等式

πｐ，ｑ
Ｎ ｕ－ｕ Ｂ１

ｐ，ｑ（Ω）≤Ｃ（（Ｎ－ ｓ）！ ／ （Ｎ－１）！） １ ／ ２ ·

（Ｎ＋ｓ） （１－ｓ） ／ ２ ｕ Ｂｓ
ｐ，ｑ（Ω）

成立，其中当 Ｎ≫１ 时，Ｃ≃ ２ ．
定义投影算子 π１

Ｎ：Ｈ１（ Ｉｄ）→Ｐｄ
Ｎ，使得

（? （ｕ－π１
Ｎｕ），? ｖＮ）＋（ｕ－π１

Ｎｕ，ｖＮ）＝ ０，∀ｖＮ∈Ｐｄ
Ｎ ．

由文献［１６］中的定理 ８． ４ 有下面的引理．
引理 ６　 ∀ｕ∈Ｈｓ（ Ｉｄ）（ ｓ≥１），则有

‖ｕ－π１
Ｎｕ‖ｌ≲Ｎｌ－ｓ‖ｕ‖ｓ，ｓ≥ｌ≥０，ｓ≥１．

定理 ３　 设（ｕ，ψ）和（ｕＮ，ψＮ）分别为变分形式

（９）和离散格式（１０）的解， 则

‖ｕ－ｕＮ‖≲Ｎ１－ｓ（Ｎ－１‖ｕ‖ｓ＋ ψ Ｂｓ
ｐ，ｑ（Ω））．

证　 由于

ψ－φＮ １，Ω＝（ ∫
Ω
（（∂ｘ１（ψ－φＮ））２＋（∂ｘ２（ψ－φＮ））２）ｄｘ１·

ｄｘ２）１／ ２≤（ ∫
Ω
（（∂ｘ１（ψ－φＮ））２ ωｐ＋ｅ１，ｑ＋ｅ１ ＋ （∂ｘ２（ψ－φＮ））２·

ωｐ＋ｅ２，ｑ＋ｅ２） ｄｘ１ｄｘ２）１／ ２ ＝ （ ‖ ∂ｘ１
（ ψ － φＮ ） ‖２

ω ｐ＋ｅ１，ｑ＋ｅ１，Ω
＋

‖∂ｘ２
（ψ－φＮ）‖２

ω ｐ＋ｅ２，ｑ＋ｅ２，Ω）
１ ／ ２ ＝ ψ－φＮ Ｂ１

ｐ，ｑ（Ω）
，

所以， ｉｎｆ
φＮ∈ＭＮ（φ）

ψ－φＮ １，Ω≤ ｉｎｆ
φＮ∈ＭＮ（φ）

ψ－φＮ Ｂ１
ｐ，ｑ（Ω） ．

由 Ｐｏｉｎｃａｒé 不等式和引理 ４～６ 可得

‖ｕ－ｕＮ‖≤２ ｉｎｆ
ｖＮ∈ＺＮ（φ）

‖ｕ－ｖＮ‖＋ｃＮ ｉｎｆ
φＮ∈ＭＮ（φ）

‖ψ－

φＮ‖１≲２ ｉｎｆ
ｖＮ∈ＺＮ（φ）

‖ｕ－ｖＮ‖＋ｃＮ ｉｎｆ
φＮ∈ＭＮ（φ）

ψ－φＮ １，Ω≤

２ ｉｎｆ
ｖＮ∈ＺＮ（φ）

‖ｕ－ｖＮ‖＋ｃＮ ｉｎｆ
φＮ∈ＭＮ（φ）

ψ－φＮ Ｂ１
ｐ，ｑ（Ω） ≲２‖ｕ－

π１
Ｎｕ‖＋ｃＮ πｐ，ｑ

Ｎ ψ－ψ Ｂ１
ｐ，ｑ（Ω）≲Ｎ－ｓ‖ｕ‖ｓ＋（（Ｎ－ｓ）！ ／

（Ｎ－１）！） １ ／ ２（Ｎ＋ｓ） （１－ｓ） ／ ２ ψ Ｂｓ
ｐ，ｑ（Ω） ．

由文献［１６］中的（３． ５． ３２）可得

‖ｕ－ｕＮ‖≲Ｎ１－ｓ（Ｎ－１‖ｕ‖ｓ＋ ψ Ｂｓ
ｐ，ｑ（Ω））．

引理 ７　 若离散 ＢＢ 条件（１２）成立，则下列估

计式成立：
‖ψ－ψＮ‖１≲‖ｕ－ｕＮ‖＋ ｉｎｆ

φＮ∈ＭＮ（φ）
‖ψ－φＮ‖１ ．

证　 由于

ｂ（ｖＮ，ψＮ －φＮ） ＝ ｂ（ ｖＮ，ψＮ －ψ） ＋ｂ（ ｖＮ，ψ－φＮ） ＝
ａ（ｕ－ｕＮ，ｖＮ）＋ｂ（ｖＮ，ψ－φＮ），
所以结合式（１２）和引理 １ 可得

β０‖ψＮ－φＮ‖１≤ｓｕｐ
ｖＮ∈ＶＮ

（ｂ（ｖＮ，ψＮ－φＮ） ／‖ｖＮ‖１）≤

‖ｕ－ｕＮ‖＋‖ψ－φＮ‖１ ．
则‖ψＮ－φＮ‖１≤β－１

０ ‖ｕ－ｕＮ‖＋β－１
０ ‖ψ－φＮ‖１ ． 又由

于‖ψ－ψＮ‖１≤‖ψ－φＮ‖１＋‖ψＮ－φＮ‖１，所以，
‖ψ－ψＮ‖１≤‖ψ－φＮ‖１＋β

－１
０ ‖ｕ－ｕＮ‖＋β－１

０ ‖ψ－
φＮ‖１≲‖ｕ－ｕＮ‖＋‖ψ－φＮ‖１，
由 φＮ 的任意性可得

‖ψ－ψＮ‖１≲‖ｕ－ｕＮ‖＋ ｉｎｆ
φＮ∈ＭＮ（φ）

‖ψ－φＮ‖１ ．

定理 ４　 若离散 ＢＢ 条件（１２）成立，则有

‖ψ－ψＮ‖１≲Ｎ１－ｓ（Ｎ－１‖ｕ‖ｓ＋ ψ Ｂｓ
ｐ，ｑ（Ω））．

证　 由 Ｐｏｉｎｃａｒé 不等式，引理 ５ 和文献［１６］中
的（３． ５． ３２）得

ｉｎｆ
φＮ∈ＭＮ（φ）

‖ ψ － φＮ ‖１ ≲ ｉｎｆ
φＮ∈ＭＮ（φ）

ψ－φＮ １，Ω ≤

ｉｎｆ
φＮ∈ＭＮ（φ）

ψ－φＮ Ｂ１
ｐ，ｑ（Ω）

≲ πｐ，ｑ
Ｎ ψ－ψ Ｂ１

ｐ，ｑ（Ω）
≲（（Ｎ－ｓ）！ ／

（Ｎ－１）！） １ ／ ２（Ｎ＋ｓ） （１－ｓ） ／ ２ ψ Ｂｓ
ｐ，ｑ（Ω）≲Ｎ１－ｓ ψ Ｂｓ

ｐ，ｑ（Ω） ．

则由定理 ３ 和引理 ７ 可得

‖ψ－ψＮ‖１≲‖ｕ－ｕＮ‖＋ ｉｎｆ
φＮ∈ＭＮ（φ）

‖ψ－φＮ‖１≲

Ｎ１－ｓ（Ｎ－１‖ｕ‖ｓ＋ ψ Ｂｓ
ｐ，ｑ（Ω））．

３　 算法的有效实现

本部分将详细地描述算法的有效实现． 首先构

造在逼近空间中的一组基函数，用 Ｌｎ（ｘ１）表示 ｎ 次

Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 多项式． 记
ηｉ（ｘ１）＝ Ｌｉ（ｘ１）－Ｌｉ＋２（ｘ１）（ ｉ＝ ０，１，２，…，Ｎ－２），
φｉ（ｘ１）＝ ηｉ（ｘ１）（ ｉ＝ ０，１，２，…，Ｎ－２），
φＮ－１（ｘ１）＝ １，φＮ（ｘ１）＝ （１＋ｘ１） ／ ２．

则有

ＭＮ ＝ｓｐａｎ｛ηｉ（ｘ１）η ｊ（ｘ２），ｉ，ｊ＝ ０，１，２，…，Ｎ－２｝，
ＶＮ ＝ｓｐａｎ｛φｉ（ｘ１）φｊ（ｘ２），ｉ，ｊ＝ ０，１，２，…，Ｎ｝．

记

ｓｋｊ ＝∫１
－１
φ′ｊφ′ｋｄｘ１，ａｋｊ ＝∫１

－１
φ ｊφ ｋｄｘ１，ｂｋｊ ＝∫１

－１
η ｊ′·

φ ｋ′ｄｘ１，ｃｋｊ ＝∫１
－１
η ｊφ ｋｄｘ１，ｄｋｊ ＝∫１

－１
φ ｊ′η ｋ′ｄｘ１，ｅｋｊ ＝∫１

－１
φ ｊ·
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η ｋｄｘ１，ｈｋｊ ＝∫１
－１
η ｊη ｋｄｘ１ ．

令

ｕＮ ＝∑
Ｎ

ｉ，ｊ ＝ ０
ｕｉｊφ ｉ（ｘ１）φ ｊ（ｘ２），ψＮ ＝∑

Ｎ－２

ｉ，ｊ ＝ ０
ψ ｉｊη ｉ（ｘ１）η ｊ（ｘ２），

Ｕ＝

ｕ００ ｕ０１ … ｕ０Ｎ

ｕ１０ ｕ１１ … ｕ１Ｎ

︙ ︙ ⋱ ︙
ｕＮ０ ｕＮ１ … ｕＮＮ

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

，

Ψ＝

ψ００ ψ０１ … ψ０，Ｎ－２

ψ１０ ψ１１ … ψ１，Ｎ－２

︙ ︙ ⋱ ︙
ψＮ－２，０ ψＮ－２，１ … ψＮ－２，Ｎ－２

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

．

用 Ｕ
—

表示由 Ｕ 的列构成的长度为（Ｎ＋１） ２ 的列

向量． 用 Ψ表示由 Ψ的列构成的长度为（Ｎ－１） ２ 的

列向量，对
ｖＮ ＝φｍ（ｘ１）φｎ（ｘ２），ｍ，ｎ＝ ０，１，２，…，Ｎ，
φＮ ＝ηｋ（ｘ１）ηｌ（ｘ２），ｋ，ｌ＝ ０，１，２，…，Ｎ－２

有

ａ（ｕＮ，ｖＮ） ＝ ∫
Ω
ｕＮｖＮｄｘ＝ ∑

Ｎ

ｉ，ｊ ＝ ０
∫１

－１
∫１

－１
φｉ（ｘ１）φｊ（ｘ２）·

φｍ（ｘ１）φｎ（ｘ２）ｄｘｕｉｊ ＝ ∑
Ｎ

ｉ，ｊ ＝ ０
∫１

－１
∫１

－１
φｉ（ｘ１）φｍ（ｘ１）φｊ（ｘ２）·

φｎ（ ｘ２） ｄｘｕｉｊ ＝ ∑
Ｎ

ｉ，ｊ ＝ ０
∫１

－１
φ ｉ（ｘ１）φｍ（ｘ１）ｄｘ１ ∫１

－１
φ ｊ（ｘ２） ·

φ ｎ（ｘ２）ｄｘ２ｕｉｊ ＝ ∑
Ｎ

ｉ，ｊ ＝ ０
ａｍｉａｎｊｕｉｊ ＝ Ａ（ｍ，·）ＵＡ（ｎ，·） Ｔ ＝

Ａ（ｎ，·） ⊗ Ａ（ｍ，·）Ｕ
—

，ｂ（ｖＮ，ψＮ）＝ － ∫
Ω

? ｖＮ ? ψＮｄｘ＝

－∑
Ｎ－２

ｉ，ｊ ＝ ０
∫１

－１
∫１

－１
（φ′ｍ（ｘ１）φｎ（ｘ２），φｍ（ｘ１）φ′ｎ（ｘ２））（η′ｉ（ｘ１）·

ηｊ（ｘ２），ηｉ（ｘ１）η′ｊ（ｘ２））ｄｘψ ｉｊ ＝ － ∑
Ｎ－２

ｉ，ｊ ＝ ０
∫１

－１
∫１

－１
（φ′ｍ（ｘ１）·

φｎ（ｘ２）η′ｉ（ｘ１）η ｊ（ｘ２） ＋ φｍ（ｘ１）φ′ｎ（ｘ２） ηｉ（ｘ１） ·

η′ｊ（ｘ２）） ｄｘψｉｊ ＝ － ∑
Ｎ－２

ｉ，ｊ ＝ ０
∫１

－１
∫１

－１
（φ′ｍ（ｘ１）η′ｉ（ｘ１）φ ｎ（ｘ２）·

η ｊ（ ｘ２） ＋ φｍ（ ｘ１）η ｉ（ ｘ１）φ′ｎ（ ｘ２）η′ ｊ（ ｘ２） ） ｄｘψ ｉｊ ＝

－ ∑
Ｎ－２

ｉ，ｊ ＝ ０
（ｂｍｉｃｎｊ ＋ ｃｍｉｂｎｊ）ψ ｉｊ ＝ － （Ｂ（ｍ，·）ΨＣ（ｎ，·）Ｔ ＋

Ｃ（ｍ，·）ΨＢ（ｎ，·）Ｔ ） ＝ －（Ｃ（ ｎ，·） ⊗Ｂ（ｍ，·） ＋

Ｂ（ｎ，·）⊗Ｃ（ｍ，·））Ψ．
同理，有
ｂ（ｕＮ，φＮ）＝ －（Ｅ（ｌ，·）⊗Ｄ（ｋ，·）＋Ｄ（ ｌ，·）⊗

Ｅ（ ｋ，·）） Ｕ
—
，（ ｕＮ，φＮ） ＝ Ｅ（ ｌ，·） ⊗Ｅ（ ｋ，·） Ｕ

—
，

（ψＮ，φＮ）＝ Ｈ（ ｌ，·）⊗Ｈ（ｋ，·）Ψ．
其中 Ｓ ＝ （ ｓｉｊ ），Ａ ＝ （ ａｉｊ ），Ｂ ＝ （ ｂｉｊ ），Ｃ ＝ （ ｃｉｊ ），Ｄ ＝
（ｄｉｊ），Ｅ＝（ｅｉｊ），Ｈ ＝ （ｈｉｊ），⊗表示矩阵的张量积，即
Ａ⊗Ｂ ＝ （ａｉｊＢ），Ａ（ｍ，·）表示矩阵 Ａ ＝ （ａｉｊ）的第 ｍ
行，令

Ａ１ ＝Ａ（ｎ，·）⊗Ａ（ｍ，·），Ａ２ ＝ －（Ｃ（ｎ，·）⊗
Ｂ（ｍ，·）＋Ｂ（ｎ，·）⊗Ｃ（ｍ，·）），Ａ３ ＝Ｅ（ ｌ，·）⊗
Ｄ（ｋ，·）＋Ｄ（ ｌ，·）⊗Ｅ（ ｋ，·），Ａ４ ＝ αＥ（ ｌ，·）⊗
Ｅ（ｋ，·），Ａ５ ＝βＨ（ ｌ，·）⊗Ｈ（ｋ，·）．

于是式（３）的离散格式等价于如下矩阵形式：

Ａ１ Ａ２

Ａ３＋Ａ４ Ａ５

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

Ｕ
—

Ψ

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷
＝ Ｏ

Ｆ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

其中 Ｆ＝（ ｆ０，ｆ１，ｆ２，…，ｆＮ－２） Ｔ，ｆｉ ＝ ∫
Ω
ｇφｉｄｘ．

４　 数值实验

为了表明算法的收敛性和高精度，将在 ＭＡＴ⁃
ＬＡＢ Ｒ２０１７ａ 平台上进行一系列的数值实验．

例 １ 　 取 α ＝ β ＝ １， 精 确 解 ψ （ ｘ１， ｘ２ ） ＝
（ｓｉｎ（πｘ１）ｓｉｎ（πｘ２）） ２，则 ψ（ ｘ１，ｘ２）显然满足方程

（１）的边界条件，再将 ψ（ｘ１，ｘ２）代入方程（１）第 １ 式

得右端的 ｇ（ｘ１，ｘ２）． 用第 ３ 节提出的算法求解问题

（１），对于不同的 Ｎ，在表 １ 中列出了逼近解 ψＮ（ｘ１，
ｘ２）与精确解 ψ（ｘ１，ｘ２）在 ３ 种范数下的误差． 为了

更直观地表明算法的收敛性和高精度，在图 １ 和图

２ 中分别画出了精确解与在 Ｎ＝ ６０ 时的逼近解的图

像，并在图 ３ 和图 ４ 中分别画出了精确解与在 Ｎ 取

不同值时的逼近解之间的误差图像．
表 １　 对于不同的 Ｎ，逼近解 ψＮ（ｘ１，ｘ２）与精确解 ψ（ｘ１，ｘ２）在 ３ 种范数下的误差

误差 Ｎ＝ １０ Ｎ＝ １５ Ｎ＝ ２０ Ｎ＝ ２５ Ｎ＝ ３０ Ｎ＝ ３５

‖ψ－ψＮ‖ ０． ００１ ２ １． ０３２ ０×１０－７ ２． ２８６ ７×１０－１１ ２． ３０８ ６×１０－１５ ８． ６３６ ４×１０－１５ ４． １８５ ８×１０－１５

ψ－ψＮ １ ０． ０８９ ５ １． ６８３ ５×１０－４ ９． ６３７ １×１０－９ １． ７８５ １×１０－１２ ２． ８１７ ３×１０－１４ ３． ７１４ ８×１０－１４

‖ψ－ψＮ‖１ ０． ０８９ ６ １． ６８３ ５×１０－４ ９． ６３７ ２×１０－９ １． ７８５ １×１０－１２ ２． ９４６ ７×１０－１４ ３． ７３８ ３×１０－１４

５５５第 ６ 期 魏　 涛，等：４ 阶方程基于混合格式的一种有效的 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ⁃Ｇａｌｅｒｋｉｎ 逼近



　 　 从表 １ 可知，当 Ｎ≥３０ 时，ψ－ψＮ 的 ３ 种范数都

达到 １０－１４ 左右精度． 从图 １ ～图 ４ 进一步观察到本

文的算法是收敛的和高精度的．
例 ２ 　 取 α ＝ β ＝ ０， 精 确 解 ψ （ ｘ１， ｘ２ ） ＝

（ｓｉｎ（πｘ１）ｓｉｎ（πｘ２）） ２ｓｉｎ（２ｘ１＋２ｘ２），则 ψ（ｘ１，ｘ２）也
满足方程（１）的边界条件． 类似地，将 ψ（ｘ１，ｘ２）代入

方程（１）第 １ 式可得右端的 ｇ（ｘ１，ｘ２）． 对于不同的

Ｎ，在表 ２ 中也列出了逼近解 ψＮ（ ｘ１，ｘ２）与精确解

ψ（ｘ１，ｘ２）在 ３ 种范数下的误差． 在图 ５ 和图 ６ 中分

别画出了精确解与在 Ｎ ＝ ６０ 时的逼近解的图像，并
在图 ７ 和图 ８ 中分别画出了精确解与在 Ｎ 取不同值

时的逼近解之间的误差图像．
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图 １　 精确解的图像
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图 ２　 在 Ｎ＝６０ 时的逼近解图像
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图 ３　 精确解与在 Ｎ＝５０ 时逼近解之间的误差图像
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图 ４　 精确解与在 Ｎ＝６０ 时逼近解之间的误差图像
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图 ５　 精确解的图像
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图 ６　 在 Ｎ＝６０ 时的逼近解图像
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图 ７　 精确解与在 Ｎ＝５０ 时的逼近解之间的误差图像
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图 ８　 精确解与在 Ｎ＝６０ 时的逼近解之间的误差图像
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表 ２　 对于不同的 Ｎ，逼近解 ψＮ（ｘ１，ｘ２）与精确解 ψ（ｘ１，ｘ２）在 ３ 种范数下的误差

误差 Ｎ＝ １０ Ｎ＝ １５ Ｎ＝ ２０ Ｎ＝ ２５ Ｎ＝ ３０ Ｎ＝ ３５

‖ψ－ψＮ‖ ０． ０１０ ５ ８． ４３１ １×１０－６ ３． ２７４ ７×１０－９ ２． ５１１ ９×１０－１３ ２． ５２３ １×１０－１５ １． ５５６ ０×１０－１５

ψ－ψＮ １ ０． ６４７ ２ ０． ００３ ７ ２． ５１９ ８×１０－６ ７． ３１２ ８×１０－１０ ４． ６２２ ８×１０－１４ １． ２４３ ０×１０－１４

‖ψ－ψＮ‖１ ０． ６４７ ３ ０． ００３ ７ ２． ５１９ ８×１０－６ ７． ３１２ ８×１０－１０ ４． ６２９ ７×１０－１４ １． ２５２ ７×１０－１４

　 　 从表 ２ 可知，当 Ｎ≥３０ 时，ψ－ψＮ 的 ３ 种范数都

达到 １０－１４ 左右精度． 从图 ５ ～图 ８ 进一步观察到本

文的算法是收敛的和高精度的．

５　 结论

本文提出了 ４ 阶问题基于降阶格式的一种有效

的谱 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 逼近． 首先，建立了原问题基于降阶格

式的弱形式及其离散格式；其次，从理论上严格证

明了逼近解的误差估计；最后，还给出了算法的实

现过程，并通过具体的数值算例来验证算法的有效

性和理论结果的正确性． 本文提出的算法可以结合

谱元法应用到在更一般区域上复杂 ４ 阶问题的计

算，这是将来进一步研究的工作内容．
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